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1 Introduction

C’est en 1844, dans son mémoire que Liouville a établi les fondements de la théorie des
nombres transcendants. En effet, il a obtenu une classe de nombres qui ne vérifie aucune
équation polynomial & coefficients entiers. A cette époque, bien que e et 7 soient connues
comme étant irrationnels, ils ne font pas encore partie de la catégorie établit par Liouville.
C’est Hermite en 1873 qui a démontré que e est un nombre transcendant. Quant a la
transcendance de 7, elle est démontré en 1882 par Lindemann en généralisant la méthode
d’Hermite. La méme année, il esquisse la démonstration de I'indépendance algébrique d’une
famille d’exponentielles e, ..., e®" pour oy, ..., o, algébriques linéairements independents
sur Q.

Le concept de dénombrabilité introduit par Cantor nous dit que presque tous les
nombres au sens de Lebesgue sont transcendants bien qu’on ne connaisse pas le statut
de beaucoup de nombres. Le 7/™¢ probléme de Hilbert posé en 1900 au congrés de Paris
s’intéresse & la transcendance de o avec o # 0, 3 # 1, (3 irrationnel et «, 3 algébrique.
Deux démonstrations faites indépendamment 'une de 'autre par Gel’fond et Schneider en
1934 prouvent la transcendance de cette famille de nombres.

En 1966, Baker a établit la généralisation du théoréme de Gel’fond-Schneider en utili-
sant la méthode de Gel’fond. Cette généralisation a permis d’obtenir I’aspect approximation
diophantinienne qui s’appliquent dans des domaines trés variés de la théorie des nombres.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons plus particuliérement a trois méthodes fon-
damentales qui permettent de déterminer certains nombres transcendants : la méthode
de Gel’fond, la méthode de Schneider et la méthode de Baker. Les démonstrations sont
détaillées dans ’ordre chronologique.

Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

Tout d’abord, on commence par le théoréme de Lindemann-Weierstrass, qui nous donne
I'indépendance algébrique des valeurs de fonctions exponentielles (chapitre 2).

Le chapitre 3 débute par un rappel de quelques notions d’analyse complexe et la démons-
tration du lemme de Schwarz et de Siegel qui sont utilisés ensuite dans la démonstration
de la méthode de Gel’fond et la méthode de Schneider auxquelles est consacré la suite du
chapitre.

Enfin, on peut trouver au chapitre 4 le lemme de zéros de Gel’fond qui est utilisé pour
la démonstration du théoréme de Baker.



2 Théoréme de Lindemann-Weierstrass

2.1 Définitions et Notations

Définition 1. Un corps de nombres K est une extension finie de Q.

Définition 2. Soit K un corps de nombres et a € K.
« est appelé entier algébrique st l'une de propriétés suivantes est vérifiée :

1. AP € Z[X] \ {0} tel que P(a) = 0.
2. Il existe un Z module M de type fini, non nul, contenu dans K tel que oM C M.

Remarque 1. 1. On note [ l'ensemble des entiers algébriques de K.

2. Grdce a (2) on déduit immédiatement que Ik est un anneaw appelé anneau des entiers
algébriques.

3. Soit a € K. On note par den(«) le dénominateur de «. Alors il est clair que
den(a)a € Ix. En fait, supposons que

@™ + Q1™+ 4 ag =0

avec a; € 7 pour tout 1= 1...m.

En multipliant par ™', on obtient

(am@)™ + Q1 (ama)™ 4 .+ a™
Par (2), ay« € I ce qui implique denala,,.
Donc, den(o)a € Ik.
4. De plus, on voit que Vo € K s’écrit § avec a € Ik et b € Z.

Définition 3. Soit K un corps de nombres et o , § € K.
On dit que o et 5 sont conjugués s’il eziste un Q-morphisme ¥ : Q[a] — Q3] tel que

V() = .
Proposition 1. «a et § sont conjugués si et seulement si ils ont le méme polyndéme minimal.

Démonstration:
= Soient « et 3 deux conjugués.

Alors il existe un Q-morphisme ¥ : Q[a] — Q[5] tel que ¥(a) = .
Supposons que P soit le polynéme minimal de « alors P(«) = 0.
On veut montrer que P(8) = P(V(«)) = 0.
0=U(P(a)) = V(Y aa®) = a(¥(a))" = P(¥(a)) = P(H)
k=0 k=0

Donc P est le polynéme minimal de j.
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< Si a et § ont le méme polyndéme minimal P, alors

Qla] = Q[X]/(P) et Q[] = Q[X]/(P)
Autrement dit, il existe deux isomorphismes
¢ : Qla] — Q[X]/(P) et x : Q[5] — Q[X]/(P)

En prenant ¥ = @ o (x)™', on a la conclusion.
0J

Remarque 2. Par cette propriété, on peut dire que tout o € K admet n conjugués ot
n = degP = [K : Q]. Pour chaque injection o : K — C, o(«) est un conjugué de a.
Notation 1. ||a|| = maz;=1 ,(|oi(a)|) 0@ o € K et 0; injection de K dans C.

Définition 4. Soit o € K, den(a) son dénominateur et o(a) un des ses conjugués. On
appelle taille de o le nombre réel positif t(a) = mazx(log (den(«)), log(||al]))-

Remarque 3. Vr > 0 t(a") < rt(«a)

Définition 5. Soit K un corps de nombres tel que [K : Q] =n et o € K.

On note par o; (i = 1..n) les injections de K dans C ot 0;(«) est un conjugué de c.
On définit la norme de o et la trace de o :

NK/Q HUz
TK/Q ZO}

Lemme 1 (Inégalité de Taille). Soit K un corps de nombres tel que [K : Q] = n et
a € K non nul alors on a —nlog(den(a)) — (n — 1)t(a) < log|al.
Remarque 4. On utilise ce lemme souvent sous la forme —2nt(a) < log|al.

Démonstration: Soit o € K et 0;(a) pour i = 1..n les n conjugués de a. Alors
1 < |Ngjg(den(a)a)| < H |oi(den(a (den(a H loi(a

11 existe iy € {1..n} tel que o0;,(a) = «, alors :

1 < (den(a))"|al H loi(a)| = 0 < nlog(den(a)) + Z logloi(av)| + log|e|

i=1,i#i0 i=1,i#10

Comme log|o;(a)| < t(a), on a —nlog(den(a)) — (n — 1)t(a) < log|a|. O



Théoréme 1 (Estimation de Liouville). Soit o un nombre algébrique de degré n > 1,
alors il existe c = c(«) tel que

]a—§|>q%,vge@etq#0

Démonstration: Comme « est algébrique de degré n > 1, il existe un polynéme
irréductible P € Z[X] de degré n tel que P(«) = 0. Par le théoréme d’accroissements finis,
on a:

—P(®) = P(a) = P(0) = P'(Q)(a = 1)
q q q
ou ¢ €la, B[,
Si|a— g[ > 1, en prenant ¢ = 1 et ¢ # 1 on a la solution.

Supposons donc |a — £| < 1. Alors |(| < 1+ [af, dou [P/(()] < L avec ¢ = c(a) et on

obtient,
5

p 1 P p
PH)| < ~-la—=|=¢P(=)| <|a-—
| (q)! - q\ | (q)l |
Comme P est irréductible, P(g) # 0. De plus, comme P est de degré n, q”P(g) € N. D’on,

cq"|P(=)] < ¢"la— =] = c < ¢"|a—~|
q q q

d’ou la conclusion. O
D’aprés ce théoréme, on peut dire que;

Corollaire 1. Le nombre p =Y | 5 est transcendant.

n=1 2n!

Démonstration: Supposons par I’absurde que, p est algébrique de degré n.
On pose e = Zn+t—1 L alors y = 2+t=1)!

i=1 21
%) n+t—1 e’}
x 1 1 1 1 1
lo = Q’ - |Zl 2 Zl g = ‘_ZH@| = St F e T )
o 1 oLy 2 2 2
= ’p - §| - 2(n+t)!(k0 2_]<;) - 2(n+t)! < yn—i-t < y_n
Alors p ne vérifie pas 'estimation de Liouville, donc p est transcendant. O

Grace a cette estimation, Liouville a établit une classe des nombres transcendants que
I’on appelle nombre de Liouville. Ces nombres sont ceux qui ne vérifient pas ’estimation
de Liouville. Mais cette estimation est insuffisante pour déterminer si e ou II est transcen-
dant ou non. La transcendance de e et Il sont démontré par le théoréme de Weierestrass-
Lindemann. Ce théoréme est une généralisation du théoréme de Hermite qui prouve pour
la premiére fois en 1873 la transcendance de e.
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Avant de passer aux démonstrations des théorémes de Hermite et Lindemann-Weierstrass,
nous voulons donner une méthode qui a été constituée par Hermite et qui permet de faire
une approximation de la fonction exp par une fraction rationnelle. Cette méthode fournit la
base des preuves de ces deux théorémes. Nous allons voir que les deux preuves commencent
par appliquer directement cette méthode et aboutissent & une contradiction.

2.2 L’approximation de ¢

On veut approcher n fonctions e™*, ..., e*** par des fractions rationnelles q;l(%), - q;"(%)

(respectivement) tel que jusqu’a la puissance M, ils coincident. Pour cela, on considére,
f(z) =21z —a1)" (z — ag)"?...(z — ap)H"

tel que p+> 0 i =Met M —m=p.
On envisage aussi les n intégrales

/0“1 e 7 f(z)dz, /:2 e f(2)dz, ..., /Oan e f(2)dz

On pose
fz) | f(2) FM(2)
F(Z):T+?+...+ M (1)
Alors, quand on calcule (e **F(z)), on voit que (e **F(z)) = —e **f(2) et par consé-
quent,

/0 Y e f(2)dz = F(O) — e~ F(ay)
/0a2 e *f(z)dz = F(0) — e " F(ay)

/0 " e (2)dz = F(0) — e~ F(ay)

Par (1), on peut facilement calculer les expressions de F(0), F(a1), ..., F(ay).

1)(0) FD(0)
®)(g) — _ _ AL
FO0) =0 Vh=0,ip = 1= F(0) = 2 o+ s
oM FW0) + ..+ fMD(0)  B(z) . .
=F(0) = pTaS) = 31 avec ® polynome de degré M — = m.



De méme, F(a;) = f]éf(ﬂ avec ®, un polynéme de degré M — p,;. D’oil les n intégrales

deviennent

“ dq(x
/0 e f(z)dz = oM+l ¢ T
a2 P P
/ e_”f(z)dz _ (ZE) _ e 2($)
0

Les termes e“” [ e *" f(z)dz(i = 1..n) sont dévelopables en series entiers donc —q;((f)) et

e®* se coincident jusqu’a ’ordre M + 1.

2.3 Théoréme de Hermite

Théoréme 2. ¢ est transcendant.

Démonstration:  Soit f € R[X] tel que deg(f) =r.
On définit

Fla) = Y 19 = @) + F9(0) + 4 0
k=0
On remarque que
(eF(x)) = —eF(z)+ e "F'(x) = e *(F'(z) — F(x)) = e " f(2)
On applique le Théoréme des Accroissements Finis & e~ *F'(z) sur [0, k| alors
e *F(k) — F(0) = —ke %" f(k6),) ot 6, €3 0,1 C (2)
En multipliant cette équation par e, on obtient
F(k) — " F(0) = —ke' =% f(k6,)

donc on définit ‘
¢, = F(i) —e'F(0),Vi € {1,...,n} (3)



Supposons par 'absurde que e est algébrique de degré n alors Jay, ..., a, € Z tel que
ag +are+...+ae” =0
Multiplions ¢; par a; pour tout i et faisons ’addition

ag€p + ... + ane, = agF(0) + a1 F(1) + ... + a, F(n) — F(0)(ag + are + ... + a,e™)
=agF(0) + ... + a, F(n) = apep + ...ané,

Jusqu’a ici, les calculs étaient indépendants de f. Maintenant, on prend [ égale

n

fz) =

avec deg(f) p(n+1)—1.

Sij<p, f94)=0pouric{l,..n}.

Sij > p, f9(i) est divisible par p pour i € {0, ...,n}.

Pour j =p— 1 et i =0 on voit que f®~1(0) = (n!)? et pour p > n pt f@=1(0). D’oi
p(n+1)—

Z f ) est divisible par p. Vi #0

Z f ()(0) n’est pas divisible par p.

Finalement, """  a;F (i) n’est pas divisible par p si p > a;.
D’autre part, par (2) et (3), on a

,epln

(p—1)!

Jj=1

Vi € {07 ,TL} €; = (1 0 )Z (j - ZQJP
mais comme Vj € {1,...,n},on a |j—ib;]| <j

n

H]—ZG ﬁ P (nl)P

j=1
npe” ]
= le| < ( 1)'(71!)7’ = Vi € {0,...,n}|e;| — 0 quand p — oo
p—1)!
= |ageo + ... + anén| < i la;||e;] < nre” (n!)pi la;| — 0 quand p — oo
= T - &

alors pour un p premier assez grand tel que p > net p > a; on a > a;e; = 0, donc
p| > i, ai€; ce qui est absurde. Donc, e est transcendant. O
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2.4 Théoréme de Lindemann-Weilerstrass

Théoréme 3. Soient o, ..., a, n nombres algébriques linéatrements indépendants sur Q.
Alors e*t, ... e* sont algébriquements indépendants sur Q.

Démonstration: Nous allons utiliser les notations suivantes tout au long de la preuve :
— Vf € R[X] tel que f(z) = arz® on pose f(z) =" |ax|z*.
- 1(t) = fot e f(u)du

On remarque que

11(8)] < [tle" F(J¢]) (4)
et qu’aprés plusieurs intégrations par parties on obtient
Ity =€ fO0) =) 9% (5)
7=0 7=0

avec m = deg(f).
Maintenant supposons par ’absurde que

Bie™ + ...+ Bpe® =0 (6)

ou (3, ..., B, sont n nombres algébriques différents de 0.
Nous allons provisoirement admettre trois suppositions qui sont essentielles pour la preuve
et qui vont étre prouvé a la fin de la preuve.

a. On peut supposer que les (3; sont des entiers rationnelles.

b. On peut supposer que dans (6) chaque conjugué de «; existe pour tout i et si «; et
a; sont conjugués alors 3; = f3;.
c. Si (6) veérifie les deux suppositions précédentes, alors il existe i tel que [;, # 0.
Commencons la preuve sous ces conditions :
Soit [ € N tel que lay, ..., lay, et Gy, ..., 13, soient des entiers algébriques.
On définie
T —ap)P..(x—a,)?

(x — )

filz) = l”p( Vi€ {1,...,n} et p premier

Les conditions sur p seront déterminées au long de la preuve.
A partir de f; on définie [;
t
Ii(t) = / ¢ ()
0

Alors, d’aprés la remarque que ’on a fait au début de la preuve

m m

Lty =e " 120 =3 ) (7)

j=0 =0
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A partir de I; on définit J; pour tout i € {1,...,n}
Ji = Bili(on) + ... + Buli(o)

Gréce a (5) et (6), nous allons exprimer J; en fonction de f;

n

Jo =" Bililow) Zﬁk e L0 =D 17 (o))

k=1 j=0

£2(0) Z Bee™ =337 BufiD (o)
k=1
- k=1

=0 k=1 5=0
> B (o)
=0

B

J
n

X

Supposons k # ¢
- Sij <pa10rsf ( k) =0
— Si j > p alors p! divise fi(j)(ozk)
et pour k =1 A
- Sij<p-—1alors fl-(”(ai) =0
— Si j > p alors p! divise fi(j)(ai)
~ Sij=p—1alors (p—1)! divise fi(j)(ai)
donc, pour tout i J; est divisible par (p — 1)!
En re-numérotant les o; de maniére a ce que; o, .., a, ne sont pas conjugués deux a deux
et agyq, ..,y sont conjugués de aq, .., a3 on a

ZZ@ o) + [ () + o+ [ () + ) (8)

ou apo = oy, et oy, représentent le u'*™® conjugué de ay. On remarque que la somme
intérieur de (8) est un polynéme en «; de coefficients entiers. Donc |J;....J,,| est divisible par
((p—1)h)™. Comme par la supposition (c) |J;...J,| # 0, on a finalement ((p—1)1)" < |J1...J,|.
D’autre part pout tout ¢

[l <Y 18l a)] < ) |Bellele™ Filal)
k=1 k=1

On majore la derniére somme finie par d? ou d; est indépendant de p.
Donc, en choisissant p tel que (d;...d,)” < ((p — 1)!)", on obtient une contradiction.
Maintenant vérifions les 3 suppositions

Supposition (a)
Soient (b; j,);, tous les conjugués de ; tel que G, = ;. Gréace & (6)

H<Bl7j1€a1 —'— —|— /Ganean) — ble’Yl + + bkefyk _ O
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avec b; un polynoéme en (3;),-1.,, et ses conjugués et ; la combinaison linéaire de (a;);—1.,.-
Donc b; est rationnel. Si on pose d = ppem((b;)i=1.x) alors pour tout i € {1,...,k} db; € Z
et dbie™ + ... + dbe™ = 0. Donc on peut supposer dés le départ que les 3; sont des entiers
rationnels.

Supposition (b)
Avec la supposition (a), soient les (;)i=1., des racines du polynoéme g de degré m > n.

Alors g a m racines («;);=1..m. En supposant 5,41 = ... = 3, = 0 et grice a (6)
H (B1e% W 4 ... 4 Bre®etm) = c1e® + ...+ e’ =0 (9)
oceS(m)

ol ¢; est un polynome en (3;),;—1. ., donc ¢; est un entier et ¢; de la forme
62' = thél + ...+ tmOém

et son conjugué
Loy o1) + - + Qo (m)

Comme (9) est symétrique en §; les coefficients de termes, dont les exposants sont conju-
gués, sont égaux.

Supposition (c)
Dans (6), on peut supposer que chaque «; est différent (sinon on les groupe). Donc en
considérant l'ordre 1éxicographique sur les nombres complexes, on déduit qu’il existe un
unique sommant dans chaque parenthése de (9) dont ’exposant est le plus grand par cet
ordre et le coefficient est non nul. Quand on expand ce produit, on obtiendra un terme qui
sera le produit des termes des plus grand exposants de chaque parenthése et ce terme aura
un coefficient non nul. O

Grace a ce théoréme, la transcendance de e et 11 sont faciles & démontrer. Voici quelques
corollaires de ce théoréme

Corollaire 2. II est transcendant.

Démonstration: Supposons par 'absurde que II est algébrique. Comme ¢ vérifie ’équa-
tion X2+ 1 = 0, i est algébrique. De plus, ’ensemble des nombres algébriques non nuls est
un corps pour les operations habituelles. Alors /I est aussi algébrique. En prenant o = Il
Qg = O, ﬁl = 52 = 1, on obtient

e+ el =0

Donc, d’aprés le théoréme de Lindemann-Weierstrass i1 n’est pas algébrique (Absurde). O

Corollaire 3. Soit o un nombre algébrique non nul alors e transcendant et si de plus
a # 1 alors sin o, cos a;, tan «, sinh a, cosh «, arcsin «, arccos «, log a sont transcendants.

13



Démonstration: Par le théoréme de Lindemann-Weierstrass
VBeQ e+ pe £0
donc e* # —[3 _

Quant & sin o ; comme « est algébrique, on a i« algébrique. Or sina = “~——

, d’ou
e? — 1 — 2isinae™ =0 (10)

Si on suppose que sin « est algébrique, on aura une contradiction entre le théoréme de
Lindemann-Weierstrass et (10). Donc sin « est transcendant. O
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3 Théoréme de Gel’Fond-Schneider

Dans ce chapitre, nous allons étudier le théoréme de Gel’fond-Schneider qui a été prouvé
indépendamment par ces deux mathématiciens et qui répond au 7°°™¢ probléme de David
Hilbert posé en 1900 au Congres de Paris.

Ce théoréme nous dit :

"Soient o, 3 deuxr nombres algébriques tel que 3 ¢ Q, a # 0 et 3 # 1 alors of est
transcendant.”

Remarque 5. On remarque tout de suite que ce théoréme peut étre exprimé de trois ma-
niéres équivalentes :
1. Soient o, 3 deux nombres algébriques tel que 3 ¢ Q, a # 0 et 8 # 1 alors o est
transcendant.
2. Sil et § sont deur nombres complexes tel que | # 0 et B ¢ Q alors au moins 'un
des trois nombres suivants est transcendant (3, €' et e
3. St a, (B sont deux nombres algébriques différents de zéros avec log a et log 8 linéai-
rements indépendants sur Q, alors ils sont linéairements indépendants sur Q (les
nombres algébriques dans C), autrement dit

log 8
log

est transcendant.

Démonstration:

1 = 2 Si 3 est transcendant rien 4 démontrer alors,soient /, 3 deux nombres complexes
algébriques tels que [ # O et 3 ¢ Q,ona ! # 0. On prend o = €'.Si « est transcendant
alors (2) est démontré, si o est algébrique alors (1) implique o’ = ¢!’ est transcendant
d’ou (2).

2 = 3 Soient «, # deux nombres algébriques différents de zéro tel que loga et log 3
sont QQ-linéairements indépendants.

Alors, a,b € Q tels que a 0 et b # 0 = aloga + blogf # 0 = loga + glogﬁ #*
0 = « et § ne peuvent pas étre 1 en méme temps. Disons que log o # 0. Alors,

log (3
=l ¢Q
og o
On pose [ = log . D’aprés (2), au moins 'un des trois nombres suivants est trans-
cendant :
IOgﬁ7 a, elogaizgg _ /3
log
Or « et [ sont algébriques par hypothése donc % est transcendant.

3 = 1 Supposons par 'absurde que o # 0, a # 1, 3 ¢ Q, o, 3 et o algébriques.
Si dans (3.) de la remarque (5), on prend « et o’ comme deux nombres algébriques
différents de zéros, on aura

1-loga” — 3-loga =0

15



Comme 3 ¢ Q mais algébrique, on en déduit que loga” et loga sont dépendants
dans Q.

Encore d’aprés (3) de la remarque (5), on a Ja,b € Q non tous nuls tel que alog a” +
bloga =10

Sia#0,

b b
logaﬁ+alog0z:0:> (ﬁ—ira)logoz:()

 # 1 par hypothése, d’ott 5 = —2 absurde car 3 ¢ Q

3.1 Préliminaires

Avant de voir comment Gel’fond et Schneider ont démontré ce théoréme, nous allons
montrer quelques résultats importants dont on a besoin pour la suite.

3.1.1 Lemme de Schwarz

Rappel 1 (Principe de maximum). Soit [ une fonction analytique sur un ouvert conte-
nant un disque fermé |z| < R. Alors soit [ est constant, soit |f|, < |f|r pour tout r réel
tel que R > r.

Rappel 2 (Ordre d’une fonction complexe). Soit f une fonction entiére. On dit que
f est d’ordre < p st
Ve >0, 3K, tel que |f(2)] < Kl

Par exemple, Ve > 0, z est d’ordre < e et VI € C, e*! est d’ordre < 1

Lemme 2 (Lemme de Schwarz). Soit F' une fonction analytique dans le disque |z| < R.

Soit r un réel tel que 0 < r < R. On note par n(F,r) le nombre de zéros de F' dans |z| < r.

Alors
R—r

2r

Démonstration:  Soit (;...( les zéros de F' dans le disque |z| < r avec N = n(F,r).
On note

|Elr < |F[a( )

G(z) = F(2) [J (= - ) (11)

k=1

Alors, G(z) est analytique et elle n’a pas de zéros dans |z| < r. Par le principe de maximum

|Gl < |G|r 01 |Gl == sup |G(2)] (12)

|z|=r
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Puis par (11)

N N
Gl = 1Pl sup [T 1= = 6™ = 1), =161 sup [T1e = (13)
= | AT k=1
=|F|, <|GJ.(2r)" (car || <r Vk=1..N) (14)
D’autre part,
N N
Glr = IF|g sup [J1z = GI™ = [Fla sup [J(z] = G])™ (15)
l2|=R ;. l2l=R .2y
=|G|g > |F|r(R—7r)"" (16)
En combinant (12),(14) et (16) on a |F|, < |F|p(%")~N. O

Remarque 6. :

1. §i R > 3r alors R —r > 2r = |F|, < |F|gdonc le principe de mazimum est un cas
particulier du lemme de Schwarz.

2. D’apres le lemme de Schwarz, on déduit que st I’ a beaucoup de zéros alors la borne
supérieur de F est petite.

Lemme 3. Si [ est une fonctionne entiére non nulle, d’ordre p alors n(f, R) < R quand
R — o0.

Démonstration: Ce lemme sort directement de la formule de Jensen.

211

215 J,

r

log | f(re®)|df = log | f*)(0)| + klogr + Zlog arl
k
k=1

ou les (a;);=1., sont les zéros comptés avec leur multiplicité non nuls de f dans |z| <7, k
est la multiplicité de 0. O

3.1.2 Lemme de Siegel

Lemme 4 (Lemme pour démontrer le lemme de Siegel). .
Soient (a;;) avec 1 <i<n etl<j<m des nombres réels.

Soit A un nombre entier vérifiant A > max; (D> " |a]).

Soient X et [, deur nombres entiers vérifiant [ < (X + 1)".
Alors il existe des éléments x4, ..., x, de Z tel que

n
AX
mlaxlxi\ < X et m]ax|;aijxi| < -

17



Démonstration: Ce lemme nous dit qu'un systéme linéaire dont le nombre des incon-
nus est strictement supérieur au nombre des équation admet une solution non triviale. La
preuve de ce lemme est une conséquence directe de principe de tiroirs. O

Lemme 5 (Lemme de Siegel). Soit K un corps de nombres de degrés D.
Soient (a;j)1<i<n;1<j<m les entiers de K sur Z avec n > Dm.

Sotent o1, ...,0p les Q-plongements de K dans C.

Soit A un entier positif tel que

A> max Y on(ai;)|

1<j<m £
1<h<D =1

Alors dxq, ..., x,, des entiers rationnelles avec

0 < max |z;| < (V2A)wbn

1<i<n

tel que

n

Zaijxi = O,Vj € {1, ..,m}

i=1

Démonstration: On numérote les plongements de K dans C de la fagon suivante :
on(K) CRpour 1 <h<r
on(K) CCpourr <h<D

avec 0,4k = Opqp pour 1 <k < savec D =1 + 2s.
On définit donc 74, ..., 7p de la facon suivante :

oy, pour 1<h<r
T = Reop, pour r+1<h<r+s
Imo, pour r+s+1<r+2s

On choisit .
X = [(V2A)7bm] et | = 14 [V24X]

ou [.] signifie la partie réelle. D’otl

X < (V2A)TB7 et (V2A)TBn < X +1 = (V2ZA)P™ < (X + 1)nDm
= (XV2A+ V24P < (X +1)"
Or v/2A > 1 et ceci implique (v2AX + 1)P™ < (X +1)™.

Comme
=1+ [V24X]onal<1++vV2AX donc [P™ < (X +1)".
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Donc par le lemme précédent, il existe x4, ..., z,, entiers rationnels tels que

Dm i AX
| < n=Dm e )| < 2
0< 1121:8%}%‘%| < (\/§A) Dm et 11;11%};| E Th(aijz;)] < 7
1<h<D =1

Il est clair que
- AX - AX
max |Z7'h(aijxi)| < — et max |Z7'h(aijxi)| < \/§T

1<j<m 4 { 1<j<m_ 4
1<h<r =1 r+1<h<D =1

En supposant, par 'absurde que Y, a;;z; # 0 on passe & la norme et on a

n D n D n
1< Njo(Yagan)| < [[1ondagaa)l = T 1D onlai)l
=1 h=1 i=1

h=1 =1

= H\Zah(%)xi" H ‘Zah(%’)xi’
h=1 =1

h=r+1 =1

< (A My _ (24X

Mais comme
V2AX <14 [V2AX] =1

on a

n

1< [Nijo(Y_aya)| < 1

i=1
(absurde). Donc

n
E CLijSUZ' =0
i=1

O

Remarque 7. On peut aussi résoudre un systéme > . a;;x; = 0 pour tout j € {1..m}
dont les coefficients sont dans K. Pour cela, on multiplie chaque équation du systéme par
le dénominateur commun d; de cette équation, puis on applique le lemme de Siegel en

remplacant A par dA ot d = max;d;.

3.2 Meéthode de Gel’Fond

Nous allons procéder par ’absurde. En utilisant (2) de la remarque (5), on suppose que
les trois nombres b, €', e sont algébriques ou [ et b sont complexes avec [ # 0 et b ¢ Q.
Comme b ¢ Q, b # 1 et b algébrique, [ et bl sont distincts. Donc e! et e sont algébri-
quements indépendants. Si on pose z = jl, j € Z, on a aussi e* et e’ algébriquements
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indépendants et ils prennent des valeurs dans le corps K = Q(b, ¢!, e?) avec leurs déri-
vées. Afin d’obtenir une contradiction, on construit un polynéme non nul Py € Z[X;, X5],
dépendant de N qui est suffisamment grand, tel que la fonction Fy(z) = Py(e?, e*) soit
identiquement nulle et ca sera la contradiction voulue. On construit donc, d’abord le poly-
noéme Py tel que Fy ait des zéros aux quelque points, plus précisément au chaque point de
S ={jll0 <j < D+1} (ou D est le degré du corps K)de multiplicité élevée et finalement
Fy =0.

Etape 1
Nous voulons montrer qu’il existe un polynéme non nul Py € Z[X;, X5| de degré
inférieur ou égale & [(Nlog N)2] par rapport & X; et X, et de taille inférieur ou
égale a 3DN? tel que la fonction Fy(z) = Py(e?,e*) vérifie £ Fy(j1) = 0 pour
j€{0,...D+1} et s € {0,..,N — 1}. Considérons le polynéme inconnu sous la

forme . )
[(Nlog N)2] [(Nlog N)2]
PN(X17X2) = Z pN()V/JJ)Xl)\Xg
A=0 n=0

Alors notre fonction Fiy(z) = Fin(jl) est

Fn(z) = Py(e7,e%) = pn (A, p)et et

- S pwlh e
A=0 pn=0

Pour obtenir le systéme d’équations en py (A, 1) on doit calculer les dérivées de Fy
aux points jl pour j € {0, ..., D + 1}. Il est clair que pour tout s € {0,...,N — 1}

[(Nlog N)3] [(Nlog N)3]

Fy(2) = Z Z pn (A, 1) (A A+ pb)setitentd!

A=0 n=0

dS
dzs

d’ou notre systéme de coefficients dans Ik est

32 d° ,
Jl(N1og N)2] %FNOZ)

[(Nlog N)2] [(N log N) 2]

= YD oA )N+ dub) (del ) (det )l N e
A=0 n=0
=0

pout tout j € {0,..., D+1} et s € {0,..., N —1} et ot d est le dénominateur commun
de b, e, e,

20



Donc le systéme consiste de [(N log N)z]? inconnues et N(D + 2) équations. II est
facile de voir que pour N suffisamment grand, on a [(Nlog N)2]2 > N(D + 2). De

plus, si on note par coef f le coefficient de d[(NlogN)j]Qj%FN(jl), on a
||CO€ff|| < dN(N log N)%(l + ||b||)Nd(2D+4)(N10gN)% ||el+bl||(D+2)(NlogN)%leogN
d’ott 1a taille du coefficient est majoré par
N
(N + Nlog N + N(2D + 4)log N)logd + Elog (Nlog N) + Nlog (1 + |[p]|) <
3N? + N? +2N* < 6N*

D’aprés le lemme de Siegel, on peut trouver des nombres entiers rationnels tels que

N(D+2)

I (A )l < (6V2N*) viesm oo

et tel que la fonction Fy vérifie 4 Fy(jl) = 0 pour tout s € {0,..,N — 1} et
j €10,...,D+1}. Il est possible d’améliorer la majoration de la taille de px(\, p) de
la facon suivante :
On peut majorer :

N(D +2)

[(Nlog N)2]2 — N(D + 2)

par
N(D +2) B N(D +2)
(NlogN)2 —1)2 = N(D+2) NlogN —2(NlogN)z +1— N(D +2)
< N(D +2) ~ D+2
“NlogN —2N —N(D+2) logN —D —4
3D?
<
“logN—-D —14

d’on ap?
t <
N S

d’on Dexistence de Py vérifiant les conditions voulues.

(log 6v2 + 4log N) < 3D>N

Etape 2

Notre but est d’arriver & montrer que
VseN Vje{0,..,D+1}, CgSFN(jl) =0
A la premiére étape, on a montré que
Vs e {0,...N—1} Vje{0,...,D+1} ciSFN(jl) =0z
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Maintenant, on veut montrer la méme chose pour s = M ou M > N. Pour cela, on
suppose par I’absurde que, M soit le plus petit entier pour lequel 3jo € {0,..., D+ 1}

tel que
M

IN = ciz—MFN<j0l> #0

Etape 3 :[Majoration de |yy|]
Comme F)y est analytique dans le disque de rayon (D + 1)|I|, on a

aM . M!
|dZ—MFN(J0l)| < WWM(DH)IH

par inégalité de Cauchy.

Considérons aussi le disque de rayon R = M 2. Comme N est suffisamment grand et
M > N on peut supposer que M2z > 2(D +1)|l|. Donc d’aprés le lemme de Schwarz
on a

__ B ammenn (7)
2|I|(D + 1)

ou n(F, (D + 1)|l|) signifie les zéros de Fiy dans le disque de rayon (D + 1)[l|.

Par hypothése, on sait que 0,1,2l,...,(D + 1)l sont des zéros d’ordre M — 1 de Fly
dans le disque de rayon (D+1)|l|. Alors compté avec leur multiplicité Fy, a au moins
(M — 1)(D + 2) racines dans le disque, d’ou

|Fnlio+ou < 1 Fnlr(

R
F < |F —(M-1)(D+2) 1
| N|(D+1)‘l| = ’ N|R(2“|(D_|_ 1)) ( 8)

D’autre part,

|[Fn|r = sup |Fy|gr = sup | Z pr (X, p)eert (19)
|z|=R |z|=R A=0 1=0
1
< max |py (A, o) e BRI Nog N (20)
?/1‘
< e(MlogM)%R(1+|b|)e3DM?MlogM (21)

Donc (18) et (21) impliquent

log |[yn| <M log M + M (log M)2 (1 + |b]) + 3D>M + log(M log M) — M log(|I|(D + 1))
(M = 1)(D +2)
2

+3log M + M(D +2)log2 + (D + 1)M log (|I|(D + 1))

+ (M —=1)(D+2)(log2+log |l|(D+1)) —

—DMlogM  DlogM
= +
2 2
+ M(log M)2 (1 + |b]) + 3D*>M

log M

]

—1
STDMlogM + M(log M)
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Etape 4 :[Minoration de |yyl|]
Pour minorer vy, grace au lemme d’inégalité de taille il suffit de majorer la taille de
. Pour cela il faut calculer le dénominateur de vy et ||yn||- Il est immédiat que
pour le dénominateur on a

den(yy) < dM”(NlOgN)% (D+1) = logden(yn) < (M +2(Nlog N)%(D +1))logd
< M(log M)
et pour ||yy|| on a
||7N|| < 63D2N((NlOgN)%)]V[(1+ |b|)]V[_I_e\l|(NlogN)(D+1)(1+\b\)
= log ||y || < 3D*M + M (M log M)z + Mlog (1 + |b]) + |1|(M log M)(D + 1)(1 + |b])

1 1 :
< gMlog M + <M (log M)i

D’ou t(yy) < M log M + £ M (log M)1. Donc le lemme d’inégalité de taille implique

D
log | > ——-(Mlog M + M(log M)*)

Conclusion
En combinant ’étape trois et quatre on constate I'inégalité
D _ D 1
— > —(log M)2s — 1
7 2 5 (log M)
ce qui est absurde pour M assez grand.
Donc vy = 0.

Donc pour tout
M

d
MeN, —Fxn(0) =0
< w(0)

ce qui veut dire que Fy construite a la premiere étape est identiquement nulle et ce
qui aussi contredit I'indépendance algébrique de e* et €.

3.3 Meéthode de Schneider

La démonstration s’effectue par ’absurde. En utilisant (2) de la remarque (5) on suppose
que les trois nombres b, ¢!, e sont algébriques o1 [ et b sont deux nombres complexes tels
que [ #0et b ¢ Q. Sion pose z =i+ jbavec (i,5) € Z% on a z et e* algébriquements
indépendants et ils prennent des valeurs dans le corps K = Q(b, ¢!, e®) de degré D. Alors
notre but est de construire un polynéme non nul Py € Z[X;, X5, dépendant de N qui est
un entier suffisamment grand, tel que Py(z,e*!) = 0 et ca sera la contradiction attendue. On
construit d’abord ce polynéme non nul Py tel que Fiy(z) = Py(z,€*) posséde de nombreux
zéros, plus précisément a chaque point de 'ensemble Sy = {i + jb|]1 <1< N, 1 <j < N}
et puis on montre que Fly s’annule sur Pensemble S = {i + jb|(i, ) € Z*} et Fy = 0.
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Etape 1
Dans cette étape, on montre qu’il existe un polynéme non nul Py € Z[X;, X5| de
degré inférieur ou égale & N 3 par rapport a X, de degré inférieur ou égale & 2DN 3
par rapport & X, et de taille inférieur ou égale a 2N 3 log N tel que la fonction
Fy(2) = Pn(z,¢"?) vérifie F(i + jb) = 0 pour i € {1,..., N} et j € {1,..., N} avec
N un entier et d le dénominateur commun de b, ¢!, ¢¥. Pour obtenir ce résultat, on
écrit le polyndéme inconnu sous la forme

3 1
N2—-12DN2-1

Py(X1,X2) = > > pv(Ap)XPXE  avec  py(Ap) €Z
A=0 pn=0

et on considére le systéme d’équations en py (A, 1) et de coefficients dans [

3
d(4D+1)N7FN<Z+jb) =0 pour Z,j - {17,N}
¢’est-a-dire :

3 1
N2—-12DN2-1

. . 3 .
D D oA p)(di + djb)(de!) " (deM )y Hd P ONE AT

A=0 n=0
pour i,j€{1,..,N}

On obtient ainsi un systéme de N? équations & N3.2DNz = 2DN? inconnues a
coefficients dans [x.

3
Si on note par coef f le coefficient de d“P+YN? Fyy (i + jb), on a :
llcoe f f|| = dN% NN% (1+ ||b||)N% d4DN%_2N€l(2DN%_N)6bz(2DN%_N)d4DN%+N%
_ NN%d8DN%+2N%72N(1 + HbH)N% e(l+bl)(2DN%7N)
< NN%dSDN%+2N% (1 + HbH)Nge(lerl)QDN%
Puis en passant & log on obtient la majoration suivante pour la taille des coefficients

3
N2log N + N%((8D + 2)logd + log (1 + |[b||) + 2D log ||e"¥||) < 5N% log N

On remarque de plus que 'exposant n?g‘m du lemme de Siegel est ici égal a 1.

Alors, le lemme de Siegel permet de trouver des nombres entiers rationnels py (A, p)

pour 0 < A\ < N3 —1et0 <p< 2DN?2 — 1 non tous nuls, vérifiant ¢(py(\, p)) <

ON3 log N et tels que la fonction Fy vérifie Fix(i + jb) = 0 pour i,5 € {1,..., N}.
Etape 2

Comme Py # 0 et [ # 0, Fy n’est pas une fonction identiquement nulle. Or Fy est

une fonction entiére, d’ordre inférieur ou égale a 1. En fait ;

3 1
N2-12DN2-1

[Fxlr = sup [Fx(z)] = sup [ > > px(Ap)zte™|
|2|=R |2|=R A=0 n=0
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Par le lemme de Siegel, on sait que log |[py(\, 1)] < 2N2 log N d’ou

3 1
|Fn|r < 2DN?RN? BIU2PN2 max |py (A, )| (22)
= log |Fy|r < log (2DN?) + N2 log R + R|l|]2DN? + 2N log N (23)
donc log |Fy|gr < R = lordre de Fiy est <1 (24)

Donc, d’aprés le lemme (3), il existe un point zo = ig+job € S tel que Fiy(2o) soit non
nul. En combinant ce résultat avec la conclusion de la premiére étape, on constate
qu’il existe un entier M > N tel que

Fn(i+jb)=0pour 1 <i< Metl1<j<M
et il existe (ig, jo) € {1,..., M + 1} avec
Y = Fy(io + job) # 0

Etape 3 :[Majoration de |yx]]
Dans cette étape de la démonstration, nous allons majorer vy grice au principe de
maximun qui est un cas particulier du lemme de Schwarz. On remarque pour cela

que la fonction
M

Z)HH z—1—jb)”

i=1j=1

est entiére d’aprés I’étape (2). On lui applique le principe de maximum sur le disque
2l < R= (1+ [p)) M
et on obtient

| Fn (0 + Jjob)]

M M
. ; . . < |FN|R SUP
1 TI (o — i+ (jo — 5)b) HH —Z—]b

|z|=R

20—Z+(j()—j)b

= v = |Fn(io + job)| < |FN\RHH Sup (S————

=1 j= 1|Z| R

)

Ensuite, en passant a log on a

log |yn| < log |Fi|r + log (sup —— )
s+ 3 3 [0 L
On majore W par

M4+ Mt2 0o

R—M(I+ ) = Mi—M
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pour N (donc M) suffisamment grand et pour |z| = R.
D’autre part, grace a (23) on a

log |Fx| < 2DMz|I|(1+ [b)M 7 + M2 (log (1 + |b]) + Zlog M)+ 2M? log M
< 2D(1 + |b])M7 log (1 + |b]) + %Ml log M
< 2M?
On obtient ainsi
log [yx|r < 2M2 + M2 log2M & < %M2 log M

ce qui démontre la majoration de yy.

Etape 4 :[Minoration de |yy|]
Pour minorer 7y, il suffit de majorer la taille ¢(yy) et puis utiliser le lemme d’inégalité
de taille. On sait que, par définition

t(yn) = max(log den(yn), log ||vn||)

ou den(vyy) représente le dénominateur de vy. Alors, calculons le dénominateur de

v et || wl]-
Il est facile de voir que

d@n(")/]\]) _ dN%+4DN%(M+1)

= logden(yy) = (N% + 4DN%(M +1))logd

D’autre part, pour ||yy||
3
[l = max [py (A, p)| max i + job|"”
A ué

cojug

Par le lemme de Siegel
3
max [py (A, )| < N*?
Y

et pour tout g, jo € {0,..., M + 1}

3
2

3
max |ig + job|V* < (M + 1) (1 + b))V

conjugué

[N

3
§ (M—|-1)2N2

d’on
3 3 3
[yl < NP2 (M + 12V < (M + 1)*M°

et
log ||yn|| < 4M2 log (M + 1)
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Finalement, la taille de vy est;

3 1
soit plus petit ou égale a ¢V +4PN2(M+1)

soit plus petit ou égale & 437 log (M +1)

Conclusion
Pour le premier cas, par I'inégalité de taille et par la majoration, on a

1 ~1
—2D(M? +4DMz2(M + 1)) logd < — M log M
4D

= M2 log M < 10Dlog d((4D + 1) + )

pour M assez grand (absurde).
Pour le deuxiéme cas, encore par 1'inégalité de taille et par la majoration, on a

~1
—8DM?2log (M +1) < —M?log M
log (M + 1
= log M < 40p'8 M+ 1)
M=
pour M assez grand (absurde).

Donc, il n’existe pas un tel (i, jo) tel que Fy(ig, jo) # 0.
Donc, Fi est identiquement nulle ce qui contredit 'indépendance de z et e'*.

3.4 Application

Le théoréme (4) est démontré par Michel Waldschmidt pour d quelconque, méme si
I’énonce est donnée pour la premiére fois par Serge Lang. Ce dernier I’a prouvé pour
d = 2. La preuve de Waldschmidt que nous allons donner suit exactement la méthode de
Schneider. En fait, il la généralise, car ici au lieu de considérer deux fonctions exponen-
tielles algébriquements indépendantes, on prend d fonctions quelconques algébriquements
indépendantes. On peut donc considerer le théoréme de Gel’fond-Schneider comme une
conséquence de ce théoréme.

Théoréme 4. Soit K un corps de nombres. Soient fi, ..., fq fonctions entiers algébrique-
ments indépendants sur Q d’ordre inférieur ou égale & p1, ..., pg respectivement avec d > 2.
Soit | un nombre réel positif et soit Sy une suite de sous ensembles finis de C tel que

fi(Sy) C K,
Helasxxt(f,(z)) < NPi(1 <i<d),

card(Sy) > N,

max |z| < N pour N — oo
zZESN
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Alors

Z<p1+...+pd
- d—1

Avant de passer a la preuve, nous allons donner deux corollaires directs.

Corollaire 4. Théoréme de Gel’fond-Schneider.

Démonstration: Supposons par 'absurde que b, €/, e sont algébriques. On prend alors
K = Q(b, e, e et fi(2) = 2, fo(z) = €. Posons Sy = {i +jb|]1 <i < N,1 <j < N}L
Comme b est irrationnel, card(Sy) = N? et il est clair que f;(Sy) C K pour i = 1,2. On
peut donc prendre [ = 2. Si p; et p, représentent les ordres de f; et f, (respectivement), on
ap1 < 1let py <1.Deplus, pour tout z € Sy |z| < (14 |b))N < N, t(z) <log N+2t(b) <«
N*vet t(e??) < ||bz]] < N. Alors, toutes les hypothéses du théoréme sont vérifiés, donc
[ < 2 ce qui est absurde. O

Corollaire 5. Soient x1, x5 deux nombres complexes linéairement indépendants et y1, Yo, Y3
trois nombres complexes linéairement indépendants. Alors au moins ['un des siz nombres

6w1y1’ 6$1y27 6$1y37 61'23/17 6$2y27 €$2y3

est transcendant.

Démonstration:  Supposons par I’absurde que tous les six nombres sont algébriques.
On prend alors K = Q(e*1¥1 ™2 e®1¥s P21 t2l2 o™2U3) et f)(2) = eM%) fo(z) = e,
Posons Sy = {iyy + jyo + kys|l <i < N,1 < j < N,1 <k < N}. Comme les y; sont
linéairements indépendants, card(Sy) = N® et on voit bien que f;(Sy) C K pour i = 1,2,
On peut donc prendre [ = 3. Si p; et p, représentent les ordres de f; et f, (respectivement),
on a p; < 1 pour i = 1,2. D’autre part, pour tout z € Sy |2| < (Jys| +|y2| + |ys|) N < N et
t(fi(z)) <lla;z|] < N pour i = 1,2. Donc le théoréme (4) implique [ < 2 (absurde). O

Démonstration: [Preuve du théoréme 4]
On peut faire les deux suppositions suivantes :

p1+ ...+ patl
; 25
125250 d (25)
max p; <1 (26)
On peut supposer (25) car; supposons par exemple que l'on ait p; > &F=tPatl ¢ j

tpaa . o :
d pg > 24Pt SiJa conclusion du théoréme était fausse, on aurait | > £it-ted

donc | > fitodpani g p1+'('t';’f)‘;1+l, dott d > 2 et | > 2Lt Ainsi il suffit quion
démontre le théoréme pour les fonctions fi,...f;_1. Donc on voit que par récurrence, on
peut se débarrasser de la fonction dont ’ordre empéche la réalisation de (25). On peut aussi

supposer (26), car dans le cas contraire le théoréme devient immédiat avec la supposition

28



(25). En fait, si maxp; > [ alors par (25) (d — 1) maxp; < 255724 Mais d > 2 ce qui
implique | < 252724 d’on le théoréme.

L’hypothése card(Sy) > N! pour N — oo implique 3C > 0 tel que card(Sy) > CN!
pour tout N suffisamment grand. On peut aussi supposer que Sy C Sy.1 en considérant
Sy = T1U...UTy ot les Ty, sont des sous-ensembles convenables de Si. On pose 6 = [K : Q)
et note p = LLE=t0L

Maintenant supposons par ’absurde que [ > %. Alors d’aprés les notations ci-dessus

l>p+ ! (27)
d
On suppose pour la suite que N est assez grand pour vérifier les majorations que 'on va
faire. La suite de la preuve se fait en quatre étapes et chaque étape suit le schéma des étapes
de la méthode de Schneider. Dans la premiére étape on montre, I'existence d’une fonction
Fx qui a de nombreux zéros, puis dans la deuxiéme étape on cherche un entier M > N
tel que sur ’ensemble Sy, Fiy vaut 0 et qu'il existe zy € Sy41 avec vy := Fy(29) # 0
et la contradiction est obtenue en majorant et minorant cette valeur non nulle dans les
troisiéme et quatriéme étapes.
Etape 1
Dans cette étape, on veut construire un polynéme non nul Py € Z[Xq,..., X,] de
degré inférieur ou égale & R; = R;(N) = [(26(C + 1))a N*ta—*i] par rapport & X; et
de taille majorée par NPHa tel que la fonction Fy = Py(fi, ..., fq) vérifie Fx(z) =0
pour tout z € Sy. Ecrivons le polynéme inconnu sous la forme

Ry
PN(Xl,.. Z Zp]\[ /\1,...7 )()\1 Xé\d
A1=0  Ag=0

avec py (A1, ..., A\g) € Z. On considére le systéme d’équations en py (A, ..., A\q) et de
coefficients dans Ix

O (2)...04(2) " Fx(2) = 0 pour z € Sy

ou les 0;(z) sont les dénominateurs de f;(z). Si on écrit ce systéme en détail, on a

Ry d d

(=) 0u(2) i (z) = Y ZpN Ao da) [T o) 5 T @(2) fil2))

AM=0  Ag=0 i=1 i=1

alors ce systéme posséde : (Ry + 1)...(Rq + 1) inconnus et card(Sy) équations. Or
R; > (26(C+1))a NPTa—ri ce qui implique (Ry +1)...(Rg+1) > 20(C'+1)N'. D’autre
part, cardSy > C'N' et pour N assez grand on a aussi cardSy < 26(C +1)N'. Donc
le nombre des inconnus est plus grand que le nombre des équations. Pour pouvoir
appliquer le lemme de Siegel, il faut aussi montrer que la taille des coefficients est
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bornée, alors calculons maintenant la taille des coefficients de ce systéme, noté coef f,

ou coef f = H?Zl 31‘(2’)&7& H?Zl(az‘(z)fz‘(@)ki-

d
log (||coe f f|]) = Z(Ri — i) log [9;(2)] + Ai(log |8:(2)| + || f:(2)]])
d
< maxy  Rilog [0,(2)] + |1 fi(=)]])

Or, par hypothése max.cg, t(fi(z)) < N, d’ou t(coef f) < Zle R;NPi < NF¥i,
Alors le lemme de Siegel nous montre qu’il existe des entiers rationnels py (A, ..., Ag)
non tous nuls tel que t(py (A, ..., \g)) < N°Ta et que Fn(z) = 0 pour tout z € Sy.

Etape 2
Comme Py # 0 et les fonctions fi, ..., f; sont algébriquements indépendants, Fly
construite dans ’étape 1, n’est pas identiquement nulle. F)y est entiére d’ordre infé-
rieur ou égale & max p;. Donc le lemme (3) implique, les valeurs de Fyy ne sont pas
toutes nulles. Alors avec I’étape 1, prenons Pentier M tel que

Vz e Sy FN(Z) =0et dzg € S]y[+1 tel que Yy = FN(ZU) 7é 0

d’ou il est clair que M > N.

Etape 3 :[Majoration de |yy|]
On remarque d’aprés la fin de I'étape 2 que, la fonction Fy(2)[],eq, (2 — )" est
entiére. On lui applique le principe de maximum sur le disque |z| < R := M log M

et on obtient

Zg—t
vl = 1Fn(z0)| < [Fxlr sup ] | po—

|Z‘:R teSn

Or Pordre de Fy est max p; d’ot log |Fy|p < R™>i < M! (car [ > max p;). D’autre

- 20—t 2M+1
part, on majore |*=| par -5 alors

—t 2M +1 3
sup H ’ZO ‘ < ( + )card(SM) < ( )CMl

|Z‘:Rt€S]\/[ z—1 R—M 10gM
—
= log |s|up H |Z0 " | < CM'(log 3 — log (log M))
Z:RtESM o

D’ou
log [yn| < M'(1 + Clog3 — log (log M)) < —M'
Etape 4 :[Minoration de |yyl]

D’aprés le lemme d’inégalité de taille pour minorer vy, il suffit de majorer la taille de
yn. On remarque que 9(2g) := 91(20)%...04(20) % est le dénominateur de . Comme
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log |az(20)| <L MP?P:, log |8(20)| < Mmaxpi
De l'autre coté,

Ry d
RNIEDI lezv A Aa) T T Go) I
ATO A7 0 =1

i

sH

= log (||ywl]) < Z (Ri +1) +Np+d+ZRNP2<<ZRNm < MPta

=1 =1 =1

Comme | > maxp; et | > p+ 4, on at(yy) < Mrti,

Conclusion l
D’ou le lemme d’inégalité de taille implique —20M°*a < —M?,
l
donc M' < 2§ M**ia(absurde).

3.5 Comparaison des deux méthodes

Bien que les deux méthodes différent sur quelques points, on peux aussi parler d’un
schéma de preuve ayant des points communs et qui consiste chacune de quatre étapes.

Méthode de Gel’fond :

Hypothése : On suppose par 'absurde que b, ¢!, e® sont algébriques et on utilise 1'indé-
pendance algébrique de e?, e®*.
Etapel : Construire une fonction auxiliaire F' non nulle ayant de zéros d’ordres élevés.

Les fonctions ¢* et e’ et leurs dérivées prennent des valeurs algébriques dans le
corps du nombre K = Q(b, ¢!, ") de degré D aux points de ’ensemble S = {z =
jll0 < j < D+ 1}. Donc grace au lemme de Siegel, on peut construire une fonction
F(z) = Y25, 2oa, (A1, Ag)eM7e* avec les coefficients p(Ay, A;) € Z non tous nuls tel
que ses N dérivés premiers s’annulent sur S.

Etape2 : Choisir 2y € S et M un entier tel que

dM
IN = wf(zo) #0

Un tel couple existe par le lemme (3) car n(f, R) < R.

Etape 3 : Majoration de |yy]|
Cette majoration est faite par le lemme de Schwarz.(outil analytique)

Etape 4 : Minoration de |yy]|
On utilise pour cela le lemme d’inégalité de taille qui est un outil arithmétique.
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Conclusion : De I’étape 3 et 4, on abouti a une contradiction qui nous dit que la valeur
non nulle de ’étape 2 n’existe pas. On constate donc que toutes les dérivées de F
sont nulles et par le lemme de Schwarz, F' = 0. Ce qui contredit I’hypothése de

I'indépendance de ¢!, e”.

Quant & la méthode de Schneider, par rapport au schéma de la preuve pour Gel’fond,
il suffit de modifier I'hypothése et les deux premiéres étapes de la maniére suivante.

Méthode de Schneider :

Hypothése : On suppose encore par I’absurde que b, ¢!, e? sont algébriques et cette fois
on utilise I'indépendance algébrique de z et e

Etape 1 : On construit une fonction F' non identiquement nulle, ayant de nombreux zéros.
Les fonctions z et e’ prennent des valeurs algébriques dans le corps du nombre
K = Q(b, ¢!, ") de degré D aux points de 1'ensemble Sy = {i + jb|l <i < N,1 <
j < N} C Z@VZ de cardinalité N2. Donc griace au lemme de Siegel, on peut
construire une fonction F(z) = 33, >, p(A1, o)z e tel que p(A1, A2) € Z non
tous nuls et tel que F' s’annule sur Sy.

Etape 2 : Choisir zy € Sy tel que vy = f(20) # 0.
Un tel zo existe par le lemme (3) car n(f, R) < R.

Conclusion : Les estimations des étapes 3 et 4 sont contradictoires.
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4 Théoréme de Baker

Nous allons dans ce chapitre voir le théoréme de Baker prouvé en 1966 par Alan Baker
et qui généralise le théoréme de Gel’fond-Schneider. La méthode utilisée pour le démontrer
est aussi la généralisation de la méthode de Gel’fond. Mais avant de commencer, nous
allons donner dans le paragraph suivant un théoréme qui va servir dans la démonstration
du théoréme de Baker pour contréler le nombre de zéros de la fonction en question.

4.1 Le Lemme de Zéros

A la fin du chapitre précédente nous avons vu les analogies et les differences entre les
méthodes de Gel’fond et Schneider. Méme si la technique est différente pour la deuxiéme
étape de ces deux méthodes, le but est le méme : trouver une valeur non nulle de la fonction
en question. Comme la méthode de Baker est 1a généralisation de Gel’fond, & I’étape 2 on se
pose la méme question et on trouve la solution par le lemme de zéros, prouvé par Gel’fond
en 1949.

Soit F' une fonction telle que

—~

F(z) =) Pu(z)e"™

k=1

avec wy nombres complexes deux & deux distincts, P, € C[X]. Pourqu’une telle fonction
ne soit pas identiquement nulle, il suffit que les P, ne soient pas tous nuls. On cherche dans
ce cas & majorer le nombre de zéros de F' dans |z| < p.

Théoréme 5 (Lemme des zéros). Soient py,...,p; des nombres entiers positifs, by
(1 <j<pp), (1 <k <) des nombres complezes non tous nuls, w,...,w, des nombres
complezes deur & deux distincts et p > 0 un nombre réel. On note Q) = maxy<j<; |wg| et
n= Zﬁc:lpk. Alors, le nombre n(F, p) de zéros dans le disque |z| < p de la fonction

1 k
2z F(z2) = Z i by 27 ek

k=1 j=1
est magjorée par 2(n — 1) + 5pf).
Avant de passer & la preuve on va donner deux autres lemmes auxiliaries.

Lemme 6. Soient Ry, Ry, p 8 nombres réels vérifiant Ry > Ry > 0 et Ry > p. Soit f
une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque fermé |z| < Ry. Si f n’est pas
identiquement nulle dans le disque |z| < Ry alors le nombre n(f, p) vérifie

R2— R f
) o8 (2 ) < log %
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Démonstration: Onnote z1, ..., z, les zéros de f dans le disque |z| < pavec o = n(f, p).
La démonstration repose essentiellement sur le produit de Blaschke. On rappel que, si
z1, ..., 25 les zéros de f dans le disque unité alors

d Z—Zi —Z;
B(z)=]] = o
j=1

1 —%jz 2]

s’appelle le produit de Blaschke et il vérifie |[B|; = 1 et si g est une fonction telle que
f(2) = B(2)g(z) dans le disque unité et g(z) # 0 pour tout z dans le disque unité alors g
est holomorphe dans le disque unité. Donc, d’aprés ces rappels on constate immeédiatement
que la fonction
R3 — 27
9@ =fE) | 57—
jl_I1 Ry(z — z;)
est holomorphe dans un ouvert contenant |z| < R,. Alors on peut appliquer le principe
de maximum & g et on obtient |g|g, < |g|r,- Or |g|r, = |f|r, (car |B|g, = 1) et |g|r, >

|f|Rl(RR2?§ﬁ£))". D’ou le résultat. 0

Lemme 7. Avec les mémes notations que (5), il existe unique polynéme P =" ;X" ' €
C[X] de degré inférieur a n vérifiant

4! !
g Pl = g5

Z(Z _ 1)”&2‘ < Uul+1) Z ’u‘ifl
=1

i=1

(€ )mw, (1<j<py) 1<k

Démonstration: [Lemme des zéros| Avec les hypothéses et les notations du théoréme
(5), le lemme (7) implique l'existence du polynéme P(z) = >_" ;2! vérifiant

4! 4!
) = [

(euz)]zzwk — uj—le'wkz (28)

pour tout (1 < j < py), (1 <k <1). Pour utiliser le lemme (6), nous allons majorer |F'(z)].
Pour cela, nous allons démontrer la relation

F(u) = Z ai%F(O) (29)

En utilisant la propriété particuliére suivante de la fonction exponentielle :

di—l dj_l

[dzi—l (27 Lews7)], o = [dzj—l Ca )
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pourtout 1 <7 <pp, 1 <k<[,1<i<nona,

di-1 L Pk di-1 L px
O =YY b e (e = Y b (30)

) dzzl
k=1 j=1

D’autre part, par ’équation (28),

n Pk j—l

!
53 SUNKSSSTENNED 3% 3) PN Kt N
k=1 j=1 =1 k=1 j=1
On déduit donc (29) de (30) et (31). Par le lemme (7), on majore les |a;| et cette majoration

nous donne celle de F' qui est

1 ds—1
(Jul4+1) i—1
()] < Zw mx sl FO) (52)

Soit R; > 0. D’aprés (32), pour tout u € C, on a
RQ(ul+1) N | [i-1 R !
1Q(|u i—
[F(Fiu)| < e 2 Nl pmax oyl g PO

Donc l'inégalité de Cauchy implique

|F(Ryu)| < eMEDN "0 ! Flp, VueC

i=1

Si on prend Ry = |u|R;, on a pour tout R; > 0et Ry >0

a R2 i—
’F|R2 < eQ(RH—Rz) Z<E> 1|F|R1
=1
‘ ‘Rz RS - R?
=lo < (Ri1+ Ry)Q2+ 1o
& Flg, (B Bo) gRTl(R2—Rl)
On choisit Ry, > Ry et on majore
Ry

s — Ry ar (n—1)lo R——i—
S P R TR Ry

Alors le lemme (6) implique

RS — Rip |F IR e It
n(F, 107<10 2 < (n—1)log =2 + + (R1 + Ry)Q2
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pour tout Ry > 0, Ry > Ry, Ry > p. En posant v = 2 et 1 = R}z%;%ii) onaR = pvl(;“j’;)
et on obtient un résultat beaucoup plus général que celui qui a été énoncé
Vy,u € Rtelsquey>pu>0ety>1ona
(yvp+ Dy +1) 1
n(F,p) < ((n—1)logy + Q+ —)
log 11 (v — w) -1
et pour obtenir le résultat énoncé, il faut choisir, v = 18 et u = % O

4.2 Théoréme de Baker

Théoréme 6. Soient aq, ..., «, des nombres algébriques tels que logaq, ...,log oy, sont li-
néairements indépendants sur Q. Alors logay, ...,log o, sont linéairements indépendants

sur Q.
Remarque 8. Pour n = 2, on trouve le théoréme de Gel’fond-Schneider.

Démonstration: [Théoréme de Baker| Nous allons raisonner par 'absurde et supposer
qu’il existe (By, f1,...,0,) nombres algébriques non tous nuls tels que

Bo + Prlogay + ... + B, log oy, = 0 (33)
Sans perdre la généralité, on peut supposer que (3, # 0. En divisant (33) par 5, on a

By + By log ar + ... + B, log o, = 0

avec [3; = gi Encore une fois, sans perdre la généralité on peut supposer que 3, = —1 et

puis on obtient
Bo + Bilogay + ... + By log a1 = log iy, (34)

Pour la suite de la preuve on va noter loga; = [;. Alors K = Q(el,....el" By, ..., Bn_1) est
un corps de nombre de degré 6.

Etape 1
Nous voulons montrer qu’il existe un polynéme non nul P € Z[ X, X1, .., X,,] de degré
strictement inférieur & 20 N?" pour X et de degré strictement inférieur 4 N2"~! pour
X; (1 <4 < n) et de taille inférieur ou égale & N3"~log N tel que la fonction F(z2) =
P(z,ehz, ... el?) vérifie £ F(z) =0 pour 1 <z < N"et s =09+ ... + 0,y < N?"
ou N est un entier assez grand divisible par 4.

Considérons le polynéme inconnu P € Z[X,, X1, .., X,] sous la forme

P(Xo, .. Xp) = > o > phes A X0 X

0<Ao<26N2n  0<A, N2n-1

Alors notre fonction s’écrit

F(z) = Z Z P Aoy oo An)20exp[( My + ... + Anln) 2]

0<A0<25N27  0<Ap,<N2n—1
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Or (34) implique

F(z) =) p\)2"expl( nﬁo+z i+ Bida)li)z]

(N

A partir de cette formule, on calcule les dérivées de F'. D’ou

d® s! o1 10m
e F(z) = Z mzl LI o, (2) tel que (35)
oo+.+opn—1=s n-
n—1 n
Fog,oma Zp dzgo A[)feAnﬂOZ>]I(Az—+Anﬁi>0i exp (> (A + Auf3i)li2)

i=1 =1

(36)

Donc, notre but revient a trouver des entiers p(\) LF(z)=0
L F(2) il suffit d’annuler F,, , _,(z)on
oo+ ...+ 0,1 = s. Si on note 0 le dénominateur commun de oy, ..., ay,, Bo, ..., Bn_1
alors NN B (2) a des coefficients dans I et on cherche les entiers p()\)
tels que 9NN TR, L (2)=0pour 1< z< N'ets=og+..+0, 1 < N

.. . N .o, . 2 . .
Ainsi on obtient un systéme llnealre de moins de 26 N?* " inconnus et moins de
Yy
N n +n
(25 1)N2n2+n —
il reste & majorer la taille des coefficients de F,

forme

N27*+n gquations. Alors < 1. Pour pouvoir appliquer le lemme de Siegel,

on_1(2). Comme ils sont sous la

77777

lo) )\ n—1 .
coef [ = 2;<("°) o0 o )”0—“%“-%1_11(&+Anﬁj>"jM (37)

/ \\ J/
~~ —~

d’ou le premier crochet est majoré par ¢; NV°", le deuxiéme est majoré par ¢ N et le
LY N3n71
troisiéme est par cze avec ¢y, ¢o, c3 des réels positifs suffisamment grand. Quant
2n 3n—1
au dénominateur, il est aussi majoré par ¢y "V ol ¢, est un réel suffisamment
grand. Alors t(coeff) < N3'1 + N?"log N. Donc d’aprés le lemme de Siegel, il
existe des entiers p(\) tels que t(p()\)) < N3 "!log N.

Etape 2
Comme les p()\) ne sont pas tous nuls et les /; sont Q-linéairements indépendants,
la fonction F'(z) ainsi construite est non nulle. Alors d’aprés le théoréme (5), le
nombres de zéros de F dans le disque |z| < N2""t" et inférieur a 40N2""+n 4
SN2 Hn N2=1(| 1| 4. +l,|) ce qui est strictement inférieur a 2~ N2"*+3" pour N
suffisamment grand. Par conséquent, les nombres dd;sF(x) pour 1 < < N2W*+n gt
0 < s < 274" N2n pe sont pas tous nuls. Donc il existe un entier [, 1 < [ < 4n? tel
que les nombres d‘igF(x) pour 1 < z < Nzt7 et 0 < s < 27'N?" ne sont pas tous
nuls. On choisit pour [ le plus petit de ces entiers et on note vy = F,, ., ,(x) un

de ces nombres non nuls avec 1 <z < N2 et g + ... + 0,1 < 27'N?".,
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Etape 3 :[Majoration de ]
Avant de commencer i cet étape, on remarque que si jo + ... + pn_1 = u tel que
u < 27UN?" alors fig+ 0o+ o fn_1 +0p_1 < 27N d’ol1 d’aprés la fin de 1'étape
2 Fto-‘on 7Mn71+0'n—1(y) =0 pour tout 1< ) < Nn+l77l- Or

dv ! .
d—wFao7--.,a7l—1 (y) = Z 71#1 lg—llFu(l+a(),...7un—1+an—1 (y)

L |
M()+-..+Mn71:u/ ~Hn—1:

Donc les y tels que 1 <y < N n+5* sont des racines de F,,...0,, d’ordre au moins
27! N?", La difference du théoréme de Baker est & ce point, car au lieu d’appliquer le

principe de maximum & la fonction F' elle-méme, on I’applique a sa dérivée F, -

n+-—5- n
Prenons R = N"t2ti alors la fonction F,, gnfl(x)(]_[ivzl =y Y )* est
analytique dans ce disque de rayon R. D’aprés le principe de maximum on a

N

T — Y o-ip2n

] = Eoo o (@) < SUP [Foy.00 (2)] SUD 11 =)
z|=R Z|l= y:1

Calculons ces deux bornes supérieures :
Pour la premiére, on sait que

n—1
Fao,-.,crn 1 ZP Z < )(}\0 — ) (60 )JO*MZ)\O*#) H(}\j +)\nﬁj)aje(2§”=1 Aily)z

#=0 j=1

'

N3n71

On majore |p(\)| par N (obtenu par le lemme de Siegel dans la premiére étape)

N3nTatg

et le crochet par e pour N assez grand. D’otll

108 | Fyy..on 1 |r < N¥" 271 log N < N3+%

Quant & la deuxiéme, si on suppose que pour N assez grand

log sup |—| <log N !
=k =Y

alors on obtient

N7L+L7271 1
log sup ( [[ 1Z—2P'"") < 2 IN¥F log N
f=R o 2TV b

D’otl on obtient pour la majoration de log|yy]| :

log 7y < —N*"+'3
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Etape 4 :[Minoration de |yyl|]
Pour cette étape il suffit de majorer la taille de . D’aprés (36), les coefficients de
v sont de la forme (37). Comme #(p(yy)) < N3 'log N et t(coef f) < N3 Fati 4
Nlog N, t(vy) < N**5-1log N. D’ot le lemme d’inégalité de taille implique

—25N3 2 g N < log |y

Conclusion
Troisiéme et quatriéme étapes impliquent

—25N3 3 og N < log lvv| < _ N3t

d’ou on obtient 26log N > N 2 ce qui est absurde pour N assez grand

4.3 Application

Voici quelques corollaires directs du théoréme de Baker

Théoréme 7. Soient a, ..., a,, (1, ..., B, nombres algébrigues non nuls tel que [ log a; +
o+ Bplogay, # 0, alors Bilogay + ... + B, log av, est transcendant.

Démonstration:  Soit [y un nombre algébrique non nul. Pour montrer le théoréme il
suffit de montrer que 3y + 1 log ay + ... + 5, log o, # 0 On raisonne par induction sur n.
Sin =0; le théoréme est démontré car 3, # 0.

On suppose alors,
VYm<n o+ Pilogag + ...+ Bplogay, #0

Montrons le pour m = n.

Si log ay, ..., log o, sont linéairements indépendants sur QQ alors le théoréme de Baker im-
plique la conclusion.

Si (logay, ..., log ;) est une famille lié sur Q alors Jpy, .., 0, rationnels non tous nuls tel
que o1 log oy + ... + o, log o, = 0. Disons p,, # 0, alors

Qn(ﬁo + 61 10g (0%} + ...+ 5n log an) = Qnﬁo + Qnﬁl IOg aq + ...+ Qnﬁn 10g 7%
Bn(o1logas + ...+ o, log o) = 018, log oy + ... + 0,0, log o, = 0

Quand on fait la différence, on a

0nBo+(0n01—010n) log a1 +...4(0nBn—1—0n—10n) 10g 1 = 0,(Bo+ 1 log ar+...4 6, log avy,)

Comme 0,3y # 0 et par 'hypothése de 'induction 5y + ... + 5, log o, # 0. O
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Théoréme 8. Soient o, ..., oy, Bo, ..., B, les nombres algébriques non nuls alors eﬁoafl .abn
est transcendant.

Démonstration:  Supposons par I'absurde que, e . .af» = o, est algébrique.
Alors

ﬁO + 61 10ga1 + ...+ ﬁn logan - loga/n-i-l =0

ce qui contredit le théoréme (7). O

Théoréme 9. Soient a,...,q, des nombres algébriques différents de 0 et 1 et soient

B1, ..., B des nombres algébriques tels que (1,0, ..., 3,) linéairement indépendant sur Q.

Alors o' ..o est transcendant.

Démonstration: D’aprés le théoréme (7), il suffit de montrer que pour tout 531, ..., 3,
linéairement indépendants sur Q, 3; log a; + ... + (3, log cv,, # 0. Pour cela, on raisonne par
induction.

n=1; 1 loga; #0car 5 # 0 et oy # 1.
On suppose alors
Vm<n pilogay + ...+ G loga,, #0

Montrons le pour m =n

Si log ay, ..., log o, sont algébriquement indépendants sur Q alors ils le sont sur Q par le
théoréme de Baker.

Si log a, ..., log ay, sont liés sur Q alors 3(oy, ..., 0,) tous non nuls tels que gy log oy + ... +
on log o, = 0. Supposons g,, # 0, alors

on(Brlogay + ... 4+ By log o) = onf11log g + ... + 0,0, log v,

Gn(o1logaq + ... 4+ onlog o) = Broilogag + ... + Bronloga, =0
Quand on fait la différence, on obtient

(0nf1 — 018n)log oy + ... + (0nBn-1 — 0n-15n) log a1 = 0n(Brlog oy + ... + B, log av)
Pour pouvoir appliquer ’hypothése de récurrence il faut montrer que
(1, 0001 — 0180, -+ 0nBn—1 — 0n—108n)
est une famille linéairement indépendante dans Q. Soient alors aq, ..., a,_1 € Q tel que
ap + ar(enB1 — 016n) + -+ + an-1(0nBn-1 — On-18,) = 0.
D’ou
ap + 10,01 + - + an100n-1 — (@101 + .. + An-100-1)Bn = 0.

Comme 1, (31, ..., 3, sont linéairements independents sur Q et ¢y, ..., 0, ne sont pas tous
nuls, on a ag = a; = ... = a,,—1 = 0. Donc ’hypothése de 'induction s’applique et

Gy logay + ... + B, log v, # 0.
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5 Conclusion

Nous nous sommes intéressé dans ce mémoire a trois méthodes fondamentales de la
théorie des nombres transcendants qui nous ont permit de faire un tour d’horizon assez
complet des méthodes de transcendance : la méthode de Gel’fond, 1a méthode de Schneider
et la méthode de Baker.

Aprés avoir présenté les méthodes de Gel’fond et de Schneider au chapitre 3, nous
avons montré a la section 3.5 les resemblances entre ces deux méthodes, qui ont été faite
indépendamment 'une de 'autre & 'origine en 1934. Les deux méthodes consistent de 4
étapes. Les outils utilisés pour la démonstration des étapes 1, 3 et 4 sont identiques. Pour
la deuxiéme étape, Schneider s’est servi du lemme 3 pour dire qu'’il existe une valeur non
nulle quant & Gel’fond, il I’a fait en supposant par ’absurde.

Nous avons débuté le chapitre 4 par un lemme trés important dans la théorie de nombres
transcendants démontré par Gel’fond en 1949, le lemme de zéros. En effet, ce lemme nous
permet de répondre au probléme qui apparait dans chaque méthode : trouver une valeur
non nulle du polynéme exponentiel complexe. Ce lemme permet de définir un schéma gé-
néral de preuve pour les méthodes de transcendance. En 'occurrence, on retrouve dans la
démonstration de la méthode de Baker ce méme schéma. Ce schéma est aussi composé de
4 étapes.

— A la premiére étape, on démontre ’existence d’un polynéme exponentiel complexe
non-identiquement nul par le lemme de Siegel.

— La deuxiéme étape consiste & montrer I'existence d’une valeur non nulle de ce poly-
néme par le lemme de zéros.

— La troisiéme étape la majoration de cette valeur non nulle en utilisant le lemme de
Schwarz est effectué (Outil analytique).

— Enfin, la derniére étape consiste & minorer cette valeur en utilisant le lemme d’inéga-
lité de taille (Outil arithmétique).

Ces méthodes sont importantes, de part leur conséquences dans divers domaines de

la théorie des nombres et il existe encore beaucoup de problémes non résolues malgré la
richesse de cette théorie.
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