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i=1

σi(α)
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α ∈ K
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σi(α)
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Ý º ¹
n
â ¸�µ j ò)ç
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α
°�ï�Ý ¸�Ä ¹
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|σi(α)|

t Ý�º Å)¶ ¹ · º
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º ¹ · Ç)º�Ç)º ç
Ä ³

n � qnP (p
q
) ∈ N

°	²`Â ¸�w �
cqn|P (

p

q
)| < qn|α − p

q
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∞∑
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∞∑
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ò)Ä"â º Ý ¼ � ¸
µ%â ¸
µ)¹ ¶ Ç)Î Ä º �
f(z) = zµ(z − a1)

µ1(z − a2)
µ2 ...(z − an)µn

· º Ý1�	ò)º
µ +
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â º#�	ò)¶�º ¹ ·�¼��)¹ ò)Ä Ç)º °

�

ú`��� ��Ø Ø «)  � ©�¯�5�E1: � � 7I@
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Ä;Ý Â ¼	�)¹ ò)Ä Ç)º��	ò)º`· ¸
ò)¹;Ý º ¹;¹ ¶ Å�µ)¸�Æ��)Ä º ¹;¹ ¸�µ
·`¼
Ý ç�³ �)Ä ¶ �	ò)º ¹ °k µgÃ)Ä º µ)Çm¼
Ý ¸�Ä ¹

K = Q(ex1y1 , ex1y2 , ex1y3 , ex2y1 , ex2y2 , ex2y3)
º ·

f1(z) = ea1z � f2(z) = ea2z °
Ü�¸
¹ ¸�µ)¹

SN = {iy1 + jy2 + ky3|1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ k ≤ N} °.ñ ¸
Æ�Æ�º�Ý º ¹ yi
¹ ¸�µ
·

Ý ¶ µ)³ ¼�¶ Ä º Æ�º µ�· ¹ ¶ µ)Ç)³ Ã�º µ)Ç)¼
µ�· ¹ � card(SN) = N 3 º ·�¸
µ���¸
¶ ·��)¶ º µ���ò)º fi(SN) ⊂ K
Ã�¸
ò)Ä

i = 1, 2
°k µ�Ã�º ò	·.Ç)¸�µ)â Ã)Ä º µ)Ç)Ä º

l = 3
°	á	¶

ρ1
º ·

ρ2
Ä º Ã)Ä ³ ¹ º µ�· º µ
· Ý º ¹�¸
Ä Ç)Ä º ¹�Ç)º

f1
º ·

f2
" Ä º ¹ Ã�º â · ¶ ��º Æ�º µ
· $ �¸
µ�¼

ρi ≤ 1
Ã�¸�ò)Ä

i = 1, 2
°	²`Â ¼�ò	· Ä º�Ã)¼
Ä · � Ã�¸�ò)Ä�· ¸�ò	· z ∈ SN |z| ≤ (|y1|+ |y2|+ |y3|)N � N

º ·
t(fi(z)) ≤ ||aiz|| � N

Ã�¸
ò)Ä
i = 1, 2

°)²;¸�µ)â]Ý º�· Í)³ ¸
Ä Î Æ�º�" Ñ�$ ¶ Æ�Ã)Ý ¶ ��ò)º
l ≤ 2

" ¼��)¹ ò)Ä Ç)º $ °
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 ¼
¶ Ä º;Ý º ¹"Ç)º ò	Å%¹ ò)Ã)Ã�¸�¹ ¶ · ¶ ¸
µ)¹"¹ ò)¶ �
¼�µ
· º ¹#!

max
1≤i≤d

ρi <
ρ1 + ... + ρd + l

d

" �
¾�$
max
1≤i≤d

ρi < l
" � ß�$

k µ1Ã�º ò	·�¹ ò)Ã)Ã�¸
¹ º Än" ��¾	$�â ¼
Ä�x�¹ ò)Ã)Ã�¸�¹ ¸
µ)¹�Ã)¼�Ä%º Å)º Æ�Ã)Ý ºn��ò)º�Ý Â ¸
µ1¼
¶ ·
ρd ≥ ρ1+...+ρd+l

d
� â Ò � ÒÇ

ρd ≥ ρ1+...+ρd−1+l

d−1

°�á	¶;Ý ¼4â ¸
µ)â Ý ò)¹ ¶ ¸
µfÇ)òf· Í)³ ¸�Ä Î Æ�º!³ · ¼
¶ ·�
 ¼�ò)¹ ¹ º � ¸
µ1¼
ò)Ä ¼
¶ · l > ρ1+...+ρd

d−1Ç)¸
µ)â
l > ρ1+...+ρd−1

d−1
+ ρ1+...+ρd−1+l

(d−1)2
� Ç�Â ¸	w d > 2

º ·
l > ρ1+...+ρd−1

d−2

°"ï�¶ µ)¹ ¶ � ¶ Ý;¹ ò���·���ò�Â ¸
µÇ)³ Æ�¸�µ�· Ä º�Ý º�· Í)³ ¸�Ä Î Æ�º�Ã�¸
ò)Ä`Ý º ¹�
 ¸�µ)â · ¶ ¸�µ)¹
f1, ...fd−1

°�²;¸�µ)â�¸
µn��¸
¶ ·���ò)º�Ã)¼�Ä]Ä ³ â ò)Ä Ä º µ)â º � ¸
µÃ�º ò	·.¹ º Ç)³ �)¼
Ä Ä ¼�¹ ¹ º Ä�Ç)º"Ý ¼G
 ¸�µ)â · ¶ ¸
µ�Ç)¸
µ�·�Ý Â ¸
Ä Ç)Ä º º Æ�Ã�� â Í)º"Ý ¼�Ä ³ ¼
Ý ¶ ¹ ¼
· ¶ ¸
µ`Ç)º�" �
¾�$ ° k µ`Ã�º ò	·.¼
ò)¹ ¹ ¶
¹ ò)Ã)Ã�¸�¹ º Ä�" � ß�$ � â ¼�Ä�Ç)¼
µ)¹�Ý º]â ¼
¹�â ¸
µ�· Ä ¼
¶ Ä º]Ý º;· Í)³ ¸
Ä Î Æ�º]Ç)º �)¶ º µ�·;¶ Æ�Æ�³ Ç)¶ ¼
·"¼ �	º â`Ý ¼�¹ ò)Ã)Ã�¸
¹ ¶ · ¶ ¸�µ

� È



" �
¾�$ °�
.µ9
 ¼
¶ · � ¹ ¶ max ρi ≥ l
¼�Ý ¸
Ä ¹`Ã)¼�Ä�" �
¾�$

(d − 1) max ρi < ρ1+...+ρd

d

°.ê%¼�¶ ¹
d ≥ 2

â º��	ò)¶
¶ Æ�Ã)Ý ¶ �	ò)º

l < ρ1+...+ρd

d

Ç�Â ¸	w�Ý º�· Í)³ ¸
Ä Î Æ�º °
À�Â Í��	Ã�¸
· Í)Î ¹ º

card(SN) � N l Ã�¸
ò)Ä N → ∞ ¶ Æ�Ã)Ý ¶ ��ò)º ∃C > 0
· º ÝG��ò)º

card(SN) ≥ CN l

Ã�¸�ò)Ä"· ¸�ò	·
N
¹ ò���¹ ¼
Æ�Æ�º µ
·]ç
Ä ¼�µ)Ç�° k µ�Ã�º ò	·;¼�ò)¹ ¹ ¶�¹ ò)Ã)Ã�¸�¹ º Ä��	ò)º
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º µ!â ¸�µ)¹ ¶ Ç)³ Ä ¼�µ
·

SN = T1∪ ...∪TN
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¹ ¸
µ�·.Ç)º ¹.¹ ¸
ò)¹ Ò º µ)¹ º Æ��)Ý º ¹�â ¸
µ���º µ)¼	�)Ý º ¹�Ç)º

Sk
° k µ�Ã�¸
¹ º

δ = [K : Q]º ·;µ)¸ · º
ρ = ρ1+...+ρd

d

°
ê�¼
¶ µ�· º µ)¼�µ
·"¹ ò)Ã)Ã�¸
¹ ¸�µ)¹"Ã)¼
Ä Ý Â ¼	�)¹ ò)Ä Ç)º���ò)º

l > ρ1+...+ρd

d−1

°)ï�Ý ¸�Ä ¹ Ç�Â ¼�Ã)Ä Î ¹"Ý º ¹ µ)¸
· ¼ · ¶ ¸�µ)¹.â ¶ Ò Ç)º ¹ ¹ ò)¹

l > ρ +
l

d
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k µ!¹ ò)Ã)Ã�¸�¹ º`Ã�¸
ò)Ä;Ý ¼�¹ ò)¶ · º���ò)º

N
º ¹ ·]¼�¹ ¹ º ä�ç�Ä ¼
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Ä ¼
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Ç)º]Ý ¼�Æ�³ · Í)¸	Ç)º]Ç)º]á	â Í)µ)º ¶ Ç)º Ä °�²;¼
µ)¹�Ý ¼�Ã)Ä º Æ�¶ Î Ä º;³ · ¼�Ã�º]¸�µ%Æ�¸
µ�· Ä º � Ý Â º Å	¶ ¹ · º µ)â º]Ç�Â ò)µ)º�
 ¸�µ)â · ¶ ¸�µ
FN

�	ò)¶�¼�Ç)º�µ)¸
Æ��)Ä º ò	Å�ä ³ Ä ¸
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SM � FN
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¼�ò	·��%º ·��	ò�Â ¶ Ý.º Å)¶ ¹ · º
z0 ∈ SM+1

¼ ��º â
γN := FN(z0) 6= 0º ·�Ý ¼�â ¸
µ�· Ä ¼
Ç)¶ â · ¶ ¸
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Ä ¼�µ
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Ã�º � ¸�µ9��º ò	·�â ¸
µ)¹ · Ä ò)¶ Ä º%ò)µmÃ�¸
Ý �)µ��
Æ�º%µ)¸
µgµ	ò)Ý PN ∈ Z[X1, ..., Xd]
Ç)º

Ç)º ç�Ä ³`¶ µ�
 ³ Ä ¶ º ò)Ä�¸
ò�³ ç
¼
Ý º#�
Ri = Ri(N) = [(2δ(C + 1))

1
d Nρ+ l

d
−ρi ]

Ã)¼�Ä"Ä ¼�Ã)Ã�¸�Ä ·��
Xi

º ·
Ç)º;· ¼
¶ Ý Ý º]Æ�¼ j ¸�Ä ³ º]Ã)¼�Ä

Nρ+ l
d
· º Ý���ò)º`Ý ¼�
 ¸
µ)â · ¶ ¸
µ

FN = PN(f1, ..., fd)
�	³ Ä ¶ ´�º

FN(z) = 0Ã�¸�ò)Ä · ¸�ò	·
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°I·.â Ä ¶ �	¸
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 ¸�Ä Æ�º
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¼ ��º â
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Æ�¶ µ)¼
· º ò)Ä ¹�Ç)º
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∏
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Ä · � ¸�µ%Æ�¼ j ¸�Ä º | z0−t

z−t
| Ã)¼
Ä 2M+1

R−M

¼
Ý ¸�Ä ¹

sup
|z|=R

∏
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∏
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d∑

i=1

log (Ri + 1) + Nρ+ l
d +

d∑

i=1

RiN
ρi �
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Ý ç�³ �)Ä ¶ �	ò)º ¹;º ·]¸�µ�ò	· ¶ Ý ¶ ¹ º`Ý Â ¶ µ)Ç)³ Ò
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pk∑

j=1

bk,j[
di−1

dzi−1
(zj−1ewkz)]z=0 =

l∑

k=1

pk∑

j=1

bk,j[
dj−1

dzj−1
]z=wk

" Ê	��$

²`Â ¼
ò	· Ä º]Ã)¼�Ä · � Ã)¼�Ä"Ý Â ³ ��ò)¼
· ¶ ¸
µn" �
È�$ �

F (u) =
l∑

k=1

pk∑

j=1

bk,j[
dj−1

dzj−1
P (z)]z=wk

=
n∑

i=1

ai

l∑

k=1

pk∑

j=1

bk,j[
dj−1

dzj−1
(zi−1)]z=wk

" Ê	±	$

k µ�Ç)³ Ç)ò)¶ ·.Ç)¸
µ)â�" �
Ð�$�Ç)º�" Ê	��$�º ·�" Ê)± $ °
Ü�¼
Ä�Ý º.Ý º Æ�Æ�º�" é�$ � ¸�µ`Æ�¼	j ¸
Ä º Ý º ¹ |ai|
º ·.â º · · º Æ�¼ j ¸�Ä ¼ · ¶ ¸
µ

µ)¸
ò)¹�Ç)¸�µ)µ)º]â º Ý Ý º;Ç)º
F
��ò)¶�º ¹ ·

|F (u)| ≤ eΩ(|u|+1)

n∑

i=1

|u|i−1 max
1≤g≤n

1

(g − 1)!
| dg−1

dzg−1
F (0)| " Ê���$

á	¸
¶ ·
R1 > 0

°�²`Â ¼�Ã)Ä Î ¹�" Ê	�	$ � Ã�¸�ò)Ä · ¸
ò	· u ∈ C � ¸
µ�¼

|F (R1u)| ≤ eR1Ω(|u|+1)

n∑

i=1

|u|i−1 max
1≤g≤n

Rg−1
1

(g − 1)!
| dg−1

dzg−1
F (0)|

²;¸
µ)â`Ý Â ¶ µ)³ ç
¼�Ý ¶ · ³;Ç)º`ñ ¼
ò)â Í���¶ Æ�Ã)Ý ¶ ��ò)º

|F (R1u)| ≤ eR1Ω(|u|+1)

n∑

i=1

|u|i−1|F |R1 ∀u ∈ C

á	¶�¸
µ�Ã)Ä º µ)Ç
R2 = |u|R1 � ¸�µ%¼�Ã�¸
ò)Ä"· ¸
ò	· R1 > 0

º ·
R2 > 0

|F |R2 ≤ eΩ(R1+R2)

n∑

i=1

(
R2

R1

)i−1|F |R1

⇒ log
|F |R2

|F |R1

≤ (R1 + R2)Ω + log
Rn

2 − Rn
1

Rn−1
1 (R2 − R1)k µ%â Í)¸�¶ ¹ ¶ ·

R2 > R1
º ·�¸�µ%Æ�¼ j ¸
Ä º

log
Rn

2 − Rn
1

Rn−1
1 (R2 − R1)

Ã)¼�Ä
(n − 1) log

R2

R1

+
R1

R2 − R1

ï�Ý ¸�Ä ¹"Ý º;Ý º Æ�Æ�º�" ß�$ ¶ Æ�Ã)Ý ¶ ��ò)º

n(F, ρ) log
R2

2 − R1ρ

R2(R1 + ρ)
≤ log

|F |R2

|F |R1

≤ (n − 1) log
R2

R1

+
R1

R2 − R1

+ (R1 + R2)Ω

Ê�¾



Ã�¸�ò)Ä · ¸�ò	·
R1 > 0 � R2 > R1 � R2 ≥ ρ

°I
.µ�Ã�¸�¹ ¼
µ�·
γ = R2

R1

º ·
µ =

R2
2−R1ρ

R2(R1+ρ)

¸
µ�¼
R1 = ρ 1+γµ

γ(γ−µ)º ·;¸
µ�¸	�	· ¶ º µ
·�ò)µ�Ä ³ ¹ ò)Ý · ¼
·���º ¼
ò)â ¸
ò)Ã�Ã)Ý ò)¹"ç
³ µ)³ Ä ¼�Ý1��ò)º`â º Ý ò)¶1��ò)¶�¼�³ · ³]³ µ)¸
µ)â ³
∀γ, µ ∈ R

· º Ý ¹G�	ò)º
γ > µ > 0

º ·
γ > 1

¸�µ%¼

n(F, ρ) ≤ 1

log µ
((n − 1) log γ +

(γµ + 1)(γ + 1)

γ(γ − µ)
ρΩ +

1

γ − 1
)

º ·;Ã�¸�ò)Ä"¸	�	· º µ)¶ Ä"Ý º;Ä ³ ¹ ò)Ý · ¼ ·;³ µ)¸
µ)â ³ � ¶ ÝI
 ¼�ò	·�â Í)¸
¶ ¹ ¶ Ä � γ = 18
º ·

µ = 9
2

°
�

��6 . r�A;B�n.I���C7<':�<¦Å�>�Æ�<�I
£`¥�¦	��� §�¨4©o �5#E�: � � 7�@

α1, ..., αn
> � =�7�: ��? ; � =�F � J�H ? ; � K A � =�@ � � = K A �

log α1, ..., log αn
= : 7�@ � � d7 H F � ; � ��� 7�@ = � 7�> H < � 7�>�F	7�@ =�= A�;

Q D ��� : ; = log α1, ..., log αn
= : 7�@ � � 7 H F � ; � ��� 7�@ = � 7�> H < � 7�>�F	7�@ == A�;

Q DS ©�¨4«)� T���©�Ç�5 _ : A�;
n = 2

R : 7�@ ; : A L
�]� � @ e H : ; � ��� > � W � � � ^ : 7I> d E�8 e�7 � � > � ; D` H � : 7�= @ ; F	@ � : 7 M « Ë"Í)³ ¸
Ä Î Æ�º;Ç)º;ø ¼�ù
º Ä ¬ »;¸
ò)¹"¼
Ý Ý ¸
µ)¹ Ä ¼
¶ ¹ ¸�µ)µ)º Ä Ã)¼�Ä Ý Â ¼��)¹ ò)Ä Ç)º;º ·"¹ ò)Ã)Ã�¸
¹ º Ä��ò�Â ¶ Ý�º Å)¶ ¹ · º
(β0 � β1 � ... � βn)

µ)¸
Æ��)Ä º ¹"¼
Ý ç�³ �)Ä ¶ �	ò)º ¹�µ)¸
µ�· ¸�ò)¹"µ	ò)Ý ¹ · º Ý ¹G��ò)º
β0 + β1 log α1 + ... + βn log αn = 0

" Ê
Ê�$
á	¼
µ)¹�Ã�º Ä Ç)Ä º]Ý ¼�ç�³ µ)³ Ä ¼
Ý ¶ · ³ � ¸
µ�Ã�º ò	·�¹ ò)Ã)Ã�¸�¹ º Ä���ò)º βn 6= 0

°I
.µ�Ç)¶ �	¶ ¹ ¼�µ
·�" Ê�Ê�$ Ã)¼
Ä
βn

¸
µ�¼

β
′

0 + β
′

1 log α1 + ... + β
′

n log αn = 0

¼ ��º â
β

′

i = βi

βn

°I
.µ)â ¸
Ä º`ò)µ)º#
 ¸
¶ ¹ � ¹ ¼�µ)¹�Ã�º Ä Ç)Ä º`Ý ¼�ç
³ µ)³ Ä ¼�Ý ¶ · ³;¸�µ�Ã�º ò	·;¹ ò)Ã)Ã�¸�¹ º Ä���ò)º βn = −1
º ·

Ã)ò)¶ ¹"¸�µ%¸	�	· ¶ º µ�·
β0 + β1 log α1 + ... + βn−1 log αn−1 = log αn

" Ê
Ñ�$
Ü�¸
ò)Ä�Ý ¼�¹ ò)¶ · º]Ç)º`Ý ¼�Ã)Ä º ò��	º`¸
µ��
¼�µ)¸
· º Ä

log αi = li
°�ï�Ý ¸�Ä ¹

K = Q(el1 , ..., eln , β0, ..., βn−1)
º ¹ ·

ò)µ%â ¸
Ä Ã)¹�Ç)º]µ)¸�Æ��)Ä º]Ç)º]Ç)º ç�Ä ³
δ
°

u�� «�g.©4�©¨
»�¸�ò)¹���¸
ò)Ý ¸�µ)¹�Æ�¸
µ�· Ä º Ä���ò�Â ¶ Ý�º Å	¶ ¹ · º"ò)µ`Ã�¸�Ý �	µ���Æ�º.µ)¸�µ`µ	ò)Ý

P ∈ Z[X0, X1, .., Xn]
Ç)º Ç)º ç�Ä ³

¹ · Ä ¶ â · º Æ�º µ�· ¶ µ�
 ³ Ä ¶ º ò)Ä%�
2δN 2n Ã�¸�ò)Ä X0

º · Ç)º"Ç)º ç
Ä ³�¹ · Ä ¶ â · º Æ�º µ
· ¶ µ�
 ³ Ä ¶ º ò)Ä��
N2n−1 Ã�¸
ò)Ä

Xi (1 ≤ i ≤ n)
º · Ç)º · ¼�¶ Ý Ý º"¶ µ�
 ³ Ä ¶ º ò)Ä�¸�ò�³ ç�¼
Ý ºG�

N 3n−1 log N
· º Ý��	ò)º�Ý ¼�
 ¸
µ)â · ¶ ¸�µ

F (z) =
P (z, el1z, ..., elnz)

��³ Ä ¶ ´�º ds

dzs F (z) = 0
Ã�¸�ò)Ä

1 ≤ z ≤ Nn º · s = σ0 + ... + σn−1 ≤ N2n

¸	w
N
º ¹ ·�ò)µ�º µ�· ¶ º Ä�¼
¹ ¹ º ä]ç
Ä ¼�µ)Ç%Ç)¶ �)¶ ¹ ¶ �)Ý º;Ã)¼�Ä

4n °
ñ ¸
µ)¹ ¶ Ç)³ Ä ¸
µ)¹�Ý º]Ã�¸
Ý �)µ��
Æ�º]¶ µ)â ¸�µ)µ�ò

P ∈ Z[X0, X1, .., Xn]
¹ ¸�ò)¹"Ý ¼�
 ¸
Ä Æ�º

P (X0, .., Xn) =
∑

0≤λ0<2δN2n

...
∑

0≤λnN2n−1

p(λ0, ..., λn)Xλ0
0 ...Xλn

n

ï�Ý ¸�Ä ¹"µ)¸ · Ä º�
 ¸�µ)â · ¶ ¸�µ�¹ Â ³ â Ä ¶ ·
F (z) =

∑

0≤λ0<2δN2n

...
∑

0≤λn<N2n−1

p(λ0, ..., λn)zλ0exp[(λ1l1 + ... + λnln)z]

Ê
ß



k Ä#" Ê�Ñ�$ ¶ Æ�Ã)Ý ¶ �	ò)º

F (z) =
∑

(λ)

p(λ)zλ0 exp [(λnβ0 +
n−1∑

i=1

(λi + βiλn)li)z]

ïqÃ)¼
Ä · ¶ Ä"Ç)º]â º · · º�
 ¸�Ä Æ`ò)Ý º � ¸
µ%â ¼
Ý â ò)Ý º;Ý º ¹"Ç)³ Ä ¶ ��³ º ¹�Ç)º F
°�²`Â ¸�w

ds

dzs
F (z) =

∑

σ0+..+σn−1=s

s!

σ0!..σn−1!
lσ1
1 ...l

σn−1

n−1 Fσ0,...,σn−1(z)
· º Ý1��ò)º " Ê�¾�$

Fσ0,...,σn−1(z) =
∑

(λ)

p(λ)
dσ0

dzσ0
(zλ0eλnβ0z)

n−1∏

i=1

(λi + λnβi)
σi exp (

n∑

i=1

(λi + λnβi)liz)

" Ê
ß�$
²;¸
µ)â � µ)¸
· Ä º��)ò	·"Ä º �)¶ º µ�· �]· Ä ¸�ò���º Ä Ç)º ¹ º µ�· ¶ º Ä ¹ p(λ)

µ)¸�µ�· ¸�ò)¹ µ�ò)Ý ¹.· º Ý ¹ ��ò)º ds

dzs F (z) = 0Ã�¸�ò)Ä
z
º ·

s
¼
Ã)Ã)Ä ¸�Ã)Ä ¶ ³ ¹ °�ê�¼
¶ ¹ Ã�¸�ò)Ä ¼�µ)µ�ò)Ý º Ä ds

dzs F (z)
¶ Ý�¹ ò���·�Ç�Â ¼�µ)µ	ò)Ý º Ä

Fσ0,...,σn−1(z)
¸	w

σ0 + ... + σn−1 = s
°�á	¶�¸�µ!µ)¸ · º

∂
Ý º`Ç)³ µ)¸
Æ�¶ µ)¼
· º ò)Ä;â ¸�Æ�Æ�ò)µ�Ç)º

α1, ..., αn, β0, ..., βn−1¼
Ý ¸�Ä ¹
∂N2n+nN3n−1

Fσ0,...,σn−1(z)
¼]Ç)º ¹.â ¸	º ��â ¶ º µ
· ¹ Ç)¼
µ)¹

IK
º · ¸�µ�â Í)º Ä â Í)º�Ý º ¹�º µ�· ¶ º Ä ¹

p(λ)· º Ý ¹G��ò)º
∂N2n+nN3n−1

Fσ0,...,σn−1(z) = 0
Ã�¸
ò)Ä

1 ≤ z ≤ Nn º · s = σ0 + ... + σn−1 ≤ N2n °
ï�¶ µ)¹ ¶�¸
µm¸	�	· ¶ º µ
·�ò)µg¹ �)¹ · Î Æ�º�Ý ¶ µ)³ ¼
¶ Ä º�Ç)º�Æ�¸
¶ µ)¹�Ç)º

2δN 2n2+n ¶ µ)â ¸
µ)µ	ò)¹�º ·�Æ�¸�¶ µ)¹�Ç)º
N2n2+n ³ �	ò)¼ · ¶ ¸�µ)¹ °�ï;Ý ¸
Ä ¹ N2n2+n

(2δ−1)N2n2+n
≤ 1

°�Ü�¸�ò)Ä.Ã�¸�ò���¸
¶ Ä.¼�Ã)Ã)Ý ¶ ��ò)º Ä�Ý º�Ý º Æ�Æ�º"Ç)º;á	¶ º ç�º Ý �¶ Ý.Ä º ¹ · º��!Æ�¼ j ¸
Ä º Ä]Ý ¼%· ¼�¶ Ý Ý º�Ç)º ¹�â ¸	º ��â ¶ º µ
· ¹�Ç)º
Fσ0,...,σn−1(z)

°.ñ ¸
Æ�Æ�º�¶ Ý ¹]¹ ¸�µ�·�¹ ¸
ò)¹`Ý ¼

 ¸
Ä Æ�º

coeff :=

σ0∑

µ=0

(

(
σ0

µ

)
λ0!

(λ0 − µ)!
(β0λn)σ0−µzλ0−µ)

︸ ︷︷ ︸

n−1∏

j=1

(λj + λnβj)
σj

︸ ︷︷ ︸

e(
∑n

i=1 λili)z
︸ ︷︷ ︸

" Ê�é�$

Ç�Â ¸�w�Ý º�Ã)Ä º Æ�¶ º Ä â Ä ¸�â Í)º ·�º ¹ ·�Æ�¼ j ¸
Ä ³�Ã)¼�Ä
c1N

N2n � Ý º�Ç)º ò	Å)¶ Î Æ�º;º ¹ ·"Æ�¼ j ¸�Ä ³�Ã)¼
Ä c2N
º ·"Ý º

· Ä ¸
¶ ¹ ¶ Î Æ�º�º ¹ ·�Ã)¼�Ä
c3e

N3n−1 ¼ �	º â
c1, c2, c3

Ç)º ¹�Ä ³ º Ý ¹"Ã�¸
¹ ¶ · ¶ 
 ¹"¹ ò���¹ ¼�Æ�Æ�º µ�·�ç
Ä ¼
µ)Ç�°I�;ò)¼�µ�·
¼
ò�Ç)³ µ)¸
Æ�¶ µ)¼
· º ò)Ä � ¶ Ý�º ¹ ·;¼�ò)¹ ¹ ¶�Æ�¼	j ¸
Ä ³]Ã)¼
Ä cN2n+nN3n−1

4

¸	w
c4
º ¹ ·;ò)µ�Ä ³ º Ý�¹ ò���¹ ¼
Æ�Æ�º µ
·

ç
Ä ¼�µ)Ç�°.ï;Ý ¸
Ä ¹
t(coeff) � N 3n−1 + N2n log N

°.²;¸�µ)â�Ç�Â ¼�Ã)Ä Î ¹�Ý º%Ý º Æ�Æ�º�Ç)º!á	¶ º ç�º Ý � ¶ Ýº Å)¶ ¹ · º]Ç)º ¹�º µ
· ¶ º Ä ¹
p(λ)

· º Ý ¹G��ò)º
t(p(λ)) � N 3n−1 log N

°
u�� «�g.©!¢ª¨

ñ ¸
Æ�Æ�º�Ý º ¹
p(λ)

µ)º�¹ ¸�µ
·�Ã)¼�¹]· ¸
ò)¹`µ	ò)Ý ¹`º ·�Ý º ¹
li
¹ ¸
µ�·

Q
Ò Ý ¶ µ)³ ¼�¶ Ä º Æ�º µ�· ¹]¶ µ)Ç)³ Ã�º µ)Ç)¼�µ
· ¹ �Ý ¼9
 ¸
µ)â · ¶ ¸
µ

F (z)
¼
¶ µ)¹ ¶;â ¸
µ)¹ · Ä ò)¶ · º�º ¹ ·�µ)¸�µ1µ�ò)Ý Ý º
°"ï�Ý ¸�Ä ¹�Ç�Â ¼
Ã)Ä Î ¹%Ý º�· Í)³ ¸
Ä Î Æ�ºo" ¾�$ � Ý ºµ)¸
Æ��)Ä º ¹%Ç)º�ä ³ Ä ¸
¹�Ç)º

F
Ç)¼�µ)¹%Ý º�Ç)¶ ¹ ��ò)º |z| ≤ N 2n2+n º ¹ ·�¶ µ�
 ³ Ä ¶ º ò)Ä��

4δN 2n2+n +
5N2n2+nN2n−1(|l1|+ ... + |ln|)

â º��	ò)¶�º ¹ ·"¹ · Ä ¶ â · º Æ�º µ
·"¶ µ�
 ³ Ä ¶ º ò)Ä �
2−4n2

N2n2+3n Ã�¸
ò)Ä N¹ ò���¹ ¼�Æ�Æ�º µ�·]ç�Ä ¼
µ)Ç�°�Ü�¼
Ä]â ¸�µ)¹ ³ �	ò)º µ�· � Ý º ¹;µ)¸�Æ��)Ä º ¹ ds

dxs F (x)
Ã�¸�ò)Ä

1 ≤ x ≤ N 2n2+n º ·
0 ≤ s < 2−4n2

N2n µ)º�¹ ¸�µ
·]Ã)¼�¹�· ¸�ò)¹;µ�ò)Ý ¹ °�²;¸
µ)â�¶ Ý�º Å	¶ ¹ · º�ò)µ!º µ
· ¶ º Ä l � 1 ≤ l ≤ 4n2 · º Ý��ò)º�Ý º ¹]µ)¸
Æ��)Ä º ¹ ds

dxs F (x)
Ã�¸
ò)Ä

1 ≤ x ≤ N
l
2
+n º · 0 ≤ s < 2−lN2n µ)º�¹ ¸�µ
·`Ã)¼�¹;· ¸
ò)¹

µ	ò)Ý ¹ ° k µ!â Í)¸
¶ ¹ ¶ ·;Ã�¸
ò)Ä
l
Ý º`Ã)Ý ò)¹;Ã�º · ¶ ·;Ç)º�â º ¹;º µ�· ¶ º Ä ¹;º ·]¸
µ!µ)¸ · º

γN = Fσ0,...,σn−1(x)
ò)µ

Ç)º]â º ¹�µ)¸
Æ��)Ä º ¹�µ)¸
µ�µ�ò)Ý ¹"¼ ��º â
1 ≤ x ≤ N

l
2
+n º · σ0 + ... + σn−1 < 2−lN2n °
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u�� «�g.©!Öª¨ « ê%¼ j ¸�Ä ¼ · ¶ ¸�µ%Ç)º
γN ¬ï1�
¼
µ�·�Ç)º%â ¸
Æ�Æ�º µ)â º Ä��!â º ·�³ · ¼�Ã�º � ¸�µgÄ º Æ�¼�Ä ��ò)º���ò)º%¹ ¶ µ0 + ... + µn−1 = u

· º ÝG��ò)º
u ≤ 2−lN2n ¼�Ý ¸
Ä ¹ µ0 +σ0 + ...+µn−1 +σn−1 ≤ 2−l+1N2n � Ç�Â ¸	w�Ç�Â ¼�Ã)Ä Î ¹ Ý ¼;´�µ�Ç)º"Ý Â ³ · ¼�Ã�º� � Fµ0+σ0,...,µn−1+σn−1(y) = 0

Ã�¸
ò)Ä"· ¸
ò	·
1 ≤ y ≤ Nn+ l−1

2
° k Ä

du

dyu
Fσ0,...,σn−1(y) =

∑

µ0+...+µn−1=u

u!

µ0!...µn−1!
lµ1

1 ...l
µn−1

n−1 Fµ0+σ0,...,µn−1+σn−1(y)

²;¸
µ)â�Ý º ¹
y
· º Ý ¹��	ò)º

1 ≤ y ≤ Nn+ l−1
2
¹ ¸�µ
·]Ç)º ¹;Ä ¼�â ¶ µ)º ¹�Ç)º

Fσ0,...,σn−1

Ç�Â ¸�Ä Ç)Ä º`¼
ò!Æ�¸
¶ µ)¹
2−lN2n °)À�¼�Ç)¶ ��º Ä º µ)â º;Ç)ò�· Í)³ ¸�Ä Î Æ�º;Ç)º;ø ¼�ù
º Ä"º ¹ ·G��â º;Ã�¸
¶ µ�· � â ¼
Ä ¼�ò�Ý ¶ º ò�Ç�Â ¼
Ã)Ã)Ý ¶ �	ò)º Ä Ý ºÃ)Ä ¶ µ)â ¶ Ã�º Ç)º"Æ�¼
Å	¶ Æ�ò)Æ��]Ý ¼�
 ¸�µ)â · ¶ ¸�µ

F
º Ý Ý º Ò Æ�� Æ�º � ¸
µ�Ý Â ¼
Ã)Ã)Ý ¶ �	ò)º �;¹ ¼]Ç)³ Ä ¶ ��³ º Fσ0,...,σn−1

°
Ü.Ä º µ)¸�µ)¹

R = Nn+ l
2
+ 1

4
¼
Ý ¸�Ä ¹�Ý ¼�
 ¸
µ)â · ¶ ¸
µ

Fσ0,...,σn−1(x)(
∏Nn+ l−1

2

y=1 (x − y)2−lN2n

)−1 º ¹ ·
¼
µ)¼�Ý ��· ¶ �	ò)º;Ç)¼�µ)¹"â º]Ç)¶ ¹ ��ò)º`Ç)º]Ä ¼ ��¸
µ

R
°�²`Â ¼
Ã)Ä Î ¹"Ý º]Ã)Ä ¶ µ)â ¶ Ã�º;Ç)º]Æ�¼
Å	¶ Æ�ò)Æ ¸
µ%¼

|γN | = |Fσ0,..,σn−1(x)| ≤ sup
|z|=R

|Fσ0,...,σn−1(z)| sup
|z|=R

(
Nn+ l−1

2
∏

y=1

|x − y

z − y
|2−lN2n

)

ñ ¼
Ý â ò)Ý ¸
µ)¹"â º ¹�Ç)º ò	Å���¸�Ä µ)º ¹�¹ ò)Ã�³ Ä ¶ º ò)Ä º ¹#!
Ü�¸
ò)Ä"Ý ¼�Ã)Ä º Æ�¶ Î Ä º � ¸
µ%¹ ¼�¶ ·���ò)º

Fσ0,..,σn−1(z) =
∑

(λ)

p(λ)

σ0∑

µ=0

(

(
σ0

µ

)
λ0!

(λ0 − µ)!
(β0λn)σ0−µzλ0−µ)

n−1∏

j=1

(λj + λnβj)
σje(

∑n
i=1 λili)z

︸ ︷︷ ︸

k µ�Æ�¼	j ¸
Ä º |p(λ)| Ã)¼�Ä NN3n−1 " ¸	�	· º µ�ò�Ã)¼
Ä Ý º�Ý º Æ�Æ�º"Ç)º]á	¶ º ç�º Ý�Ç)¼
µ)¹ Ý ¼`Ã)Ä º Æ�¶ Î Ä º"³ · ¼
Ã�º $
º ·;Ý º;â Ä ¸	â Í)º ·;Ã)¼
Ä

eN3n+ l
2+1

4 Ã�¸
ò)Ä N
¼�¹ ¹ º ä`ç
Ä ¼�µ)Ç�°)²`Â ¸	w
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