
Towards Factoring Biv ariate Appr oximate Polynomials
�

Robert M. Corless
�

Mark W. Giesbrecht
�

Mark van Hoeij
�

Ilias S. Kotsireas
�

Stephen M. Watt
�

�

The Ontario Research Centre for Computer Algebra
University of Western Ontario
London ON, N6A 5B7 Canada

�

Department of Mathematics
Florida State University

Tallahassee, FL 32306­4510, USA

ABSTRACT
�����	��

�������������������������	� �!�"���$#&%'���(%'

)	�����������+*���,

�����
����-

�������$.0/

���1
2���&�3�
��45�����6��

���7�2,8�	�79(: ;=<$>"?A@CBD��,8�!�E
1�F
�� ����)!G���
��H�3�
��45���
/

�6��
��AI��������6�	�����0#7)!�����J� ��G�)	���K
L���!
���*"4H)!�
�6�3��� �����(�3�
��4������6��

�MI

��%N�
���O�P.����J���!IQ

�F#E�����H��� ���!#�G�)	��*����O%M

)P���
���!@SR5G�*5TU�!)	�H���V
S)!�
��/

TU�!)	��G5����I"�����L�����6�L���+�5���0#�G�)	�L�����N%M

)P���
���N���W�3�
��45�����6��

�F���O�����

#5�!�
���	�C��%K�����7�5����*����	�X@WYZ�����-�6�P�����0#S��

�L*3�!�!�V���6�����!�6�!�"���$#

���\[X
�������I-
��F#���

�1*3�!�!��#��!�6�
���J� �]
����!#^���_*3�X�P`6)!���!�"�S

�F#

�0G��6�	����)$

����41����*�G��J�$@

1. INTRODUCTION
a

,��	�b�����c��

�J�E� �!,8�	�]
��C48�$
����d�J45�e*3�
����)	/f�0G��6�P����)g

���������������6�

%h�
�D�3����45�����6��
����-�F
$,8�H*3�	�!�X�J��GF#5���$#V*"4X
O�0G��e*3�	�L��%�

G������
���!@

[V�P�����0#��L��
2,��D*3�!�!�S�����!� �	�0���!#i���e)	���6��G5���D�����$
����!�J�-)!�
�6�6���

#5��,5��� �����=�
%�
��������$.5���1
����j�3����45���
�6��

���(: k"I8l"I"m$n2?fI
)!�
�6��G����Q%hG���)	/

�����
�F

�Z#��!)!�
�6�3��� �����������V: n�?AIj���!�J�&�������1

�����U4�:�m$o�?AIjpF��#gq!�	���
�e��%

�&G�������,�
2����
����V�J45�J���!�6�S: r5I-l$?-

�F#s� ����,8�V�
�����P�6�����
*����!�6�!@��t�

���6�3��� �]

�"�e�5����*����	�u��%-�������&%M
��6����4g�L����)P�c��

�&���
�e*3�!�!�c� G5%h/

p�)!���!�"����4v� ���$
2���$#g���H�����O%'

)	�����������d�
%-

�������$.5���1
����O�3�
��45�����6��/


����!@Ww�
��������	�t�6�	�����0#5�W%'���N%M
�)	���
�������e�eG�������,

�����
����H
����5���2.5���1
����

�3�
��4������6��

���L
2���7*3�!� �	�N�L�����V�P.��3�
���!�"����

�3)	���6�����	.5���U4yxQ�����D��
�/

�3�P�Z:�m$o2?0)!����� �z#5�	���Q�3�
���"�=)!���&*����F
2�����
���!I�
��C�P.��3�
���!�"����

��� �$
���)]�{I

�L�������H�����7�F
��3�	�+:�m$|�?=G�� �!�-
��X���5�����6��q$
2�������X�6�	�����0#i�P.��3�
���!�5/

����
��W���g�����1#5�!�
���	�6�
%N�����O%'

)	�����&���	)!�2,8�	���$#y@S}~�������6�P.��3�
���!�5/

����
��t�6�	�����0#��O�1
!4c*3�S�����V*3�	�J�6�������]
�)	����)!�V%h�
�i�����
*����!�6�O��%

*3�
G���#��$#i� ��q	��I��W�+
����H���$#S���O� �	�!•1�6�
���H�	`6)	���	�0�-
������
���������6�!@

YZ���g��

�3�	�g:�m	€
?AI7�L�������v�6�
���E�	`6)!���!�"�V����

�\�����	,5���
G��S� ���!
�� /

�6�	�0���&•A

��#E�6�����&���6�3�
� �]
��"����4"Iy�6�����e�0G��6�P����)!

����4b�J�]

*����$‚PI=���

�J�������=��%j)!���6�����	.5���ƒ41�	.5�3�����!�"���z
��{���i�����+#��	�
���!�H��%Q�����7������G��$@

„
R5G����3�
� ���$#b���g��
�� �H*"4b�����e…7
2��G��]
��WR0)!���!��)	�!�+

��#gwj���������!�	� /

�����6†t�!� �!
���)]�d‡W��G���)!���Q��%(‡Z

�F

#�
0I������
a

�"�]
2�����6†-�!� �$
2��)P�X

�F#

ˆ

�!,8�!�������6�!�"�-‡W�F
������	�����&‰�G��F#ŠI"�����+wWR5‹�†-ŒJY~•Š�����1Y=�	���Ž†-�	/

� �!
���)]�X�����2TJ�!)P�7‰Q†-Œ R�‡
a

I�
��F#S}_
����	�����"�1[X
������+ŒU��)�@

Permissionto make digital or hardcopiesof all or part of this work for
personalor classroomuseis grantedwithout fee provided that copiesare
not madeor distributedfor pro�t or commercialadvantage,andthatcopies
bearthisnoticeandthefull citationon the�rst page.To copy otherwise,to
republish,to postonserversor to redistributeto lists,requiresprior speci�c
permissionand/ora fee.
ISSAC 2001,UWO, Canada

)

•^k
o
o5mC�-‡N[ mP/U•
n5m
m$|2/Jk"m$n2/Jk
‘io
o8‘Oo
o�o�n ’�•"@ o
o

YZ���1��

�3�	���1:�m2•"IZk�|5I�k"m�I(k
k0I(k
o2?L#���� )!G�� �e
����������	�C���"���	���!�J�������



���
�
���������“*�

� �$#c�
��q!�P���
/f� G��”��#��!�"���������!�O�
%D�3�$�Z�	� /f� �	�����!�O� ��/

��G����������O�
%H•=•M;=< >�‚O–—o0@sŒU�\: k�k$?-�������O

���
�
���������“���O� ���$�L�^���

*3�d˜"G������b���	���	�]
��AIt
���� �s*3�!�����c

��������)$

*����b���_�����X�����
*����!�™�
%

%M
�)	���
�������_�2,8�	�i

���
�!*��]
���)b�0G��e*3�	�&pF�!��#��O

�F#�

�����	*��]

��)X%hG���)P/

�������Vp��!��#��!@WYZ�����t

���������������š���t

��� �6�0G��6�P����)!

����4S�J�]
�*����C

��#V�
%

�3����45���
�6��

�Š)!���6�����P.����ƒ4"@

ŒU�X�������D�F
��3�	�D�W�e�5���!� �!�"�7
6�3�
��45�����6��

��/A�����6�C�6�P�����0#V���6%M
�)	/

���
�&
��������$.5���1
����&*���,�
2����
����6�3����45���
�6��

���!@iYZ���O*���,�
2���z
2���6)$

� �

)$
�����G����	�Z�!� � �!�"����

�3��� � G��	�N�
%Š�����-�6�
���-���!���	�]

�3�5����*����!�›�
%Š%M
�)	/

���
�������C�&G�������,�
2����
����L�3����45���
�6�z
����!@��t�����b: l$?fI0�W�t

#��
���N
7*�

)]•"/

�N
2�]#V�	� �����D
��F
���45� ���-�3�����"�t��%K,0���	�H@

Problem:
BD��,8�!�g•sœs9�: ;{<$>"?j�
%Z�����]

��#��!�����!�O•KI=

�F#džSœvŸtIKp��F#X d
��F#

¡
œb9(: ;=<$>"?Q� G�)P�V����
��- S¢

¡
–£•e¤^¥O•{IF�L���P���e#5�!�� 3<J#��!�

¡E¦

o5<�§�§ ¥O•Q§�§Z¨©žV

�F#~§�§�ªF§�§Q#��!���
���!�e

�^

�������
������
����i�3����45���
�6�z
��

�������X@j«D�	���t�Z�HG�� �7�����+k2/f���
���X@

YZ�����7���7���!��
2���$#d���S

�d�
�3�!�v�5����*����	�¬p����J�D�3��� �$#d*"4b­+

������%'�!�

���~m$®�®�k^:�m$r2?-

��#s�3�
� �$#^

�O
d)]�F

�����!�����X
2�6w(‡N‡Z�

ˆ

���~m!®�®�n

•M���$�¯��G�*������ ���$#s���£:�m2l$?h‚P@°}g�b#��v�����1)!���6�����P���!��4�� �
��,8�X�����

�����
*����!�XI0���2�W�!,8�	�$x=�����D�6�P�����0#O�
%{�������W��

�3�	�N
����D�
GF
2�]

�"���!�$#

���spF�F#�%'

)	�������b�
%e

�°

�������$.5���1
����E�3����45�����6��
��H������4~��%C�����

����,8�	�E�3�
��4������6��

�K���X±ƒ� G�`6)	���	�0����4d)!���
� �!²S���i*3�!�����6%M
�)	���
�]
�*�����@

}_�D#��C�����N����,8�+³D´3µ ¶z·2µ ¶K*3��G���#��W%h�
�N�L��
��1±U� G5`6)!���!�"����41)!����� �!²

�6�$
����!@

‰�G5� �����	�$IŠ�Z�6
�� � G��6�e����
��&•g���d±J
��������$.5���1
����!��4d��˜"GF
2���	/A%h���!�	²�I

���F
2�N���!IF
����Š�3�
��4������6��

���N���S
&���	���
�0*3��G������"�0#i��%j•X
2���7��˜"GF
����P/

%h���	��@CYZ�����7)$
��v*3�&˜"G���)]•5��4X#��	���	���6�����$#X���v�5�]

)	����)!�&*04S�]

•0�����


6�]

�F#5���¬)!���6�����P.V¸F��
���������/f�3�����"�H,�
���G��+%'�
�+;v

��#bG�� �����1�����

%M
��J�O
������
���������u��%+: k$?W���b)!�P� ����%z4g����
��+�����1
��������$.5���1
����1BH‡

ˆ

�
%&•=•M;{< >�‚1
��F#~•2¹0•M;=< >�‚O���bm
@ºŒƒ%H�������i���i�����i�����b)$

� �
I-�����!�



�V

���������������Ž���e���!�6�2,8�-�����7�&G�������,�
2���z
2���H

�������$.5���1
����HBH‡

ˆ

� G�)]�X
��D#5�!� )	����*3�$#i���g: l$?Q�&G��J�N*3�HG�� �$#Š@

YZ���H�5������)!���F
��{)	���"� ����*�G������
���L�
%Q�������-��

�3�	�t
2����x

»

�£�6�	�����0#i���6)!���6��G����H�3�����"���-���V�����C†-���!�1

���V� G5� %M

)	�

�
%W�����&%'

)	�����&��%L•6¤¼¥e•g�z#5�!�"����pF�$#b*"4E

�E����������

�j�3�����"�$@

YZ���!� �S�3�����"���O)$

�c�����!�s*3�SG�� �$#_���E���!)	��,��	�e�����S)!�"�P`O/

m



)!���!�"���i�
%H�����b%'

)	�����X*"4s�����d�0G��6�	����)$
��t���6������)!������q$
������
�

�6�	�����0#S�
%Z: ®2?A@

»

���3�	� ��G5��*F
2�����
�6

��

��45� ���W�
%3�����L)!����#����������������H�
%3�����N†-���	/

�1

���S� G5� %M
�)!�!�-�
%K%M
�)	���
���-�
%j*���,�
2���z
2���H�3����45���
�6�z
����!@

»

�©%M
��J�6�6�	�����0#g%h�
�6*���,�
2���z
2���V
����5���2.5���1
����i�3����45���
�6��

�

#���,0��� �����{@

Y{�����P�����	�$I5�����!� �t)!���"� ����*�G5���������N�
��,8�DG��L

�i�	`6)!���!�"�N�6�	�����0#1���

)	�����J� ��G�)	�L%M
�)	���
���-�
%j*���,

�����
2���+

���5���$.����1
2���7�3����45���
�6�z
����!@

YZ���S%'

)	�����������g�6�	�����0#_���e*F
�� �$#s���c�U�W�E�
*�� �	��,

������
���!xip����J�$I

�
��,8�!�v
i�3�
��45�����6��

�j
��F#E
i�3�
���"�H�
�E�����&†-���!�1

���d� G�� %M
�)!�O��%

�
���O��%N�����H)!���6�3�
���!�"���!IŠ���+���C�3�
� � ��*����O���V���"���!�
�]
2���O���")$

����4g���

#5�	���	���6�����W� G�`6)!���!�"�j����%h�
���1
2�����
�&���D���	)!�����J� ��G�)	�K�����Z†t���!�1
����

� G5� %M
�)!�V��%t�����i)	���6�3�����!�"�e���^
b�J�]

*����i%M
�� ���������L

��#_� �!)!����#ŠI

��%L
��_��� ���$#�G�)!��*����6�3����45���
�6��

�(•_���+���$
��&
S)	���6�3��� �����6�3�
��45���
/

�6��
���•j¤1¥O•{I
�����!�+�����W�W�!����/ƒ)	���F#5�������
���$#&�F
�� ���K��%������Z†t���!�1
����

� G5� %M
�)!�H%'�
�D•V�L�����=*3�H)!����� �7���&�����7G��������X��%Q�����D†t���!�1
����i� G�� /

%'

)!�	�-%h�
�t�$

)]�V%M
�)	���
�t�
%j•&¤^¥O•{@

YZ�����t���$

#��N���6

�X

���������������Ž�L�����S�����D%h�������2�L�����i�
G�����������x

m
@H: ŒU��������
�����q$
2��������?�‡W�
�6��G����j
N�3�
���"�(•M;��
< >��$‚3���C•=•M;=< >�‚j–~o5I

�Z�	����/f)!�
�F#������������$#6���e�����L� �!��� �L����
��t§�§ �O•Q§�§8���������W)	���
� �-���

q!�	���5@£‡W���"��� �����s
E�]

��#��
� ;��S�L�����7#��v�������O�L�����¼�������

�����
*F
�*��������ƒ4"@

k"@H: ‹K
��]
��6�	���	����q$
������
��?��D� ��
N�0G��6�	����)$
��
)	���"�����5G�
��������+�6�	�����0#

���d%'�������$�Ž�����i†t���!�1
����c� G5� %M

)	�b
!�N
!4c%h���
� •M;
�

<J>
�

‚C���

#���� )!�2,8�P�D
C�Z�!����/f)!����#������������!#V���!�������	�X@

|0@H: ŒU�6������)!������q$
2�����
��?Š‰����N�$
�)P��
H–£m
<
������<�•��Em&•M�
�ZG��O���&•��
k

��%L���5,��!�J�����8
������
���C�
%N� �!,��	�]

�����"�
���&
����1#��
���6���g��
��]
������!�z‚


�� ���	�6���6���g)	�����J� ��G�)	�S
g)$
��F#���#�
����X%M
�)	���
�i s�
%H#��!�����!�


d

�������$.5���1
��������v•��
���X@��D� �����d�����i�6�	�����0#5�&��%e: ®2?fI

�������-

�6�
G��"���Z���ep��F#������O

�X

���5���$.����1
2���7�0G����{,��!)	���
�-��%


b�0G��6�	����)$
��W�1
�� ����.y@EŒƒ%N�����	���S���&���d� G�)]�c,8�!)	�����$IK�����!�

�����P���i���&���X%M
�)	���
�O�
%L���
�]
��N#��!�����!��
5@dŒf%N�����	���1���e�6�����

���F
��6�����t� G�)P�6�0G����F,��!)	���
�$I������!�O�W�t��
2,��t
H*�

� ���W%'���W�����

¶��e´���¶��P¶���¶�� �	³!�MIy
��F#X
e%'

)	�����7)$
��X*3�H���!)!�
���J� ��G�)P���$#S%h���
�

�������!@

€5@H:

ˆ

��,0��� ���
��?Q}~���!�X
O� G����]

*����H 1���-%h��G��F#ŠI��3�	� %'�����¯

�b
���/

�����$.5���1
����+#5��,0��� �����b���OpF��#X

�
¡

œE9(: ;=<$>"?=45���!��#������V•&¤

¥O•V�L����)]�V%M
�)	���
���t

�N 6�����6�!�
¡

@

•"@H: †t�PpF���	�6�!�"� ?Š�t�L���g: n�?A@

YZ���V���!�1
�����#��	�O�
%7�����V�F
��3�	�1���1�
���8
�����q!�$#�

�O%'�
�����$�L�!@ R0�!)	/

�����
�^kS�����!� �	�0���+�����O

���������������u���g�����6� �	� �������b��%L�	.�

)	�C�3����40/

�����6��

���!I�
��F#g�����	�_�!��

*3���]
����!�C�����1��� � G��!�C�L����)P�_
������ �S���_�����


����5���2.5���1
����t� �	� �������5@ZR0�!)	�������S|&� •��	��)P���!�W�����!�
���!�6�{TJG��J����%z4������

�����e
������
���������X@HR0�!)	�������b€1� •8�	��)]���	�t�����+)!�
�6�����	.5���U4V�
%j�����&

��/

�
�
���������X@tR0�!)	�������E•O#5��� )!G�� � �!�-�����&[X

�����&���6�����!�6�	�0�]
2���������L��%

�����+

���������������XI�

�F#i����,8�!�L�	.�
��6�����!�L�
%K�����LG�� �
@

2. THE RIEMANN SURFACE APPROXIMA TE
FACTORING ALGORITHM
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2.5 Approximate Polynomial Division
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3. JUSTIFICATION
3.1 Conditioning
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3.2 Integration on onecomponentonly.
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4. EFFICIENCY CONSIDERATIONS
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5. EXAMPLES
5.1 A simple example
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5.2 From Kaltofen' s challengeproblems
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5.3 A higher­degreeexample
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