
Algorithms for Polynomial GCD Computation over
Algebraic Function Fields

Mark van Hoeij
�

Department of Mathematics
Florida State University

Tallahassee, FL 32306-4510, USA.

Michael Monagan
�

Department of Mathematics
Simon Fraser University

Burnaby, B.C. Canada. V5A 1S6.

ABSTRACT�������
	��������������	����������������� ��!"�$#%����&$����')(+*-,�������./�0� ��� 1
20354�6�6�6�472 896 �����;: 354 :�<;	��=��!���>@?���� !A,�!"�CBD��!"./������1����)�FE G�H 6JI �
����KL�M�ONP!-�����"!�� �C� Q�./1R�S!��/��!"./,��D� ������ Q������T�"�5&VUXWPQ��Y#�� 17�5Z[�
./!\&D�������]_^a`b�����"!�� �C� Q�.Zc��1Y���)�0dD� ����1e��!"�)!��f� Q��=./!\&����g�h�
]_^a`i������!�� �C� Q�.j!��lkJ� !5NF�/��!��PmnE G 3 4�6�6�6�4 G�o9HV����&/p[���5��� ��������!��
�S!��/qcrtsvu�E G�H_� !=��������� ��!"�$#%���g&D1�UwWPQ��;1e����!��%&VZP��S������� ��!"�D>@�g� ���
�����"!�� �C� Q�.Zx��1f�Y./!\&��C#��5��� ��!"�-!��P� Q���y;!�� ����!zy��?5�����&-{|��!�>
	�!9!T�����"!�� �C� Q�.}��!��F��!"./,���� �����n���5&�1~!hKL���a�e� �g�������������F1e��� 1�UJWPQ��
./!\&D�C#%�5�h� ��!���� �5&�������1���!9�����������9�;��� !hN~� Q)���)�j� !X	��z�������5���5U
I �n�"��KL�f���z��./,���� ���5������!�./,%�h� ��1e!��=!��v� Q��_�ONP!M�����"!�� �C� Q�./1|��17>
��������./,�����./���9����� ��!���1~���=y��,����"U

1. INTRODUCTION�����n���
mnE 2�3O4�656�6�4�2 8 H[���%&��j�
q|r 2�394�6�6�65472 8 u 6 �l�����Ar��9u��
��E ��HT	��w./!"�����X���%&i���e� ��&�������	����w!��M&������ ���$������&i�����A���
��E ��HS�\�t�Ar��9ue� 6 �)��1_���-��������	��������R��������� ��!"�z#%����&z!��a&������ ���T�;���
',�������./��� ��� 1 2 3 4�6�6�6�472 8 U��O��!����c��d���./,�����1�ZV���J';���fNa�R��1e� 2
NF�C� Q�!"���|1e��	�1e��� ��,��~� !�&�����!�� ��� Q���,%�h����./��� ���5UJ���D�F,�� !�	�����.}��1
� !���!"./,���� �a� Q��P�"�5&f!����ONP!���!"��>@?��0� !�,�!"�CBD��!�./������1v�����|E G�H�U I �
&D����!�� ��� Q�������,��D�F,�!"�CBD��!"./������1F	9BY: 3 ���%&;:�<����%&�� Q����C�F./!"�����
���5&;	9B���U

���D��#�� 17�_�����"!�� ��� Q�.Z�,�� ��1e���9� �5&z���-1e����� ��!"�w�9Z���1n��./!\&����g�h�
]_^a`
�����"!�� �C� Q�.UJ�@�~��1e��1F���h� ��!"�%�����\��.R	����~���%&������ ��!"�����V��������>
� ��!���� ����!"��17�e� ����� ��!"��� !_� ����!�K"���J� Q��F��!9���/�������9� 1J!��V� Q��F�"��&/���%&
�e� ������&���K\��1e��!���� !_,�� !hKL�P� Q��|��!��e� ����� ����1e1[!��V� Q��P� ��1e���C�5U[�l���L�Fpv��>
����� �%������!"��� 1������"!�� ��� Q�.�E �hH�ZV!"���c������!�� �C� Q�.+��1T�� D¡C¢� D¡~£�¤0¥�£�¦S¡t¦�§�¤0¨
� Q����c��1�Z�� Q��n�\��.T	��0�F!��[,�� ��./��1c����&��K"�����%��� ��!���,�!����\� 1|�C����1e��1
&D��,�����&�1~!"�M� Q���1e��?��_!��©� Q������5&;���%&M��!��F!��	�!"���%&D1P	%��1e�5&;!"�
� Q��P1e��?��~!���� Q��a����,���� 1�Uvª|1©���;E «hH�Z9!����[������!�� �C� Q�.j&�!9��1[��!��v��!�.�>
,���� ��&���1e��� ��./���%���9� 1�U I ��1eQ�!5Ni����1e!RQ�!5N)� !T��1e��!"�D�F�����"!�� �C� Q�.
� !=��!"./,��D� �/�"�5&V� 1T���w�FE G 3 4�6�6�654 G%o\Ha	\B-./!hK\�����;� Q��/K���� ����	�����1
G�< 456�6�6�4 G o ���9� !��TU
��¬ ��,�,�!��e� �5&�	9BM ¬�® �������9�c*"*�¯"°"*���±DU� ¬ ��,�,�!��e� �5&-	\B- ¬ p[{|^²!��c^P���%��&��z����&-� Q��My;��Wxª|^ ¬ _^Pp!��J^P�����"&��\U

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for profit or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on the first page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific
permission and/or a fee.
ISSAC’04, July 4–7, 2004, Santander, Spain.
Copyright 2004 ACM 1-58113-827-X/04/0007 ... ³ 5.00.

I ��.���BA����1e!-��!"./,��D� ���A��1e�����=� Q��Mpv��������&��5���´�����"!�� ��� Q�.U
ka�D�5Zl� Q���� �T��1n�Y�����������f��� !5N~� QA���z� Q��T&������ ����1f����&�Q������"Q9� 1_!��
� Q��J��!9���/�������\� 1©���R�µ���n� Q��Ppv��������&D�5���R�����"!�� �C� Q�.²NFQ�����QR������1e��1
�C�~� !R	�!���&D!hNF�Y&�!��������h� �C� Q�./��� �������Y� 6 ªF� �C� Q�./��� ���FNF��� QM�S������>
� ��!"��1R���$�¶����&AQ��������/�"��&X��!"./,�������� ��!��X���w�b�����X	���������./�C>
�%�h� �5&A��1e�����z�;�S������� ��!"��>��g� ���;��,�,D� !L����QlU;����E ·hH|y;!�� ����!�y��?5�
����&;{|��!�	�!9!�1eQ�!5N¸Q�!5N¸� !/&D!�� Q���1|�S!���������K���� ����� �_���5&��!�./,���>
����� ��!��/./!\&�����!n���e� �������"���g�h�P1e���[��!��aNFQ�����Q/!"�D�a1e�0�e� ������ZD�FE G�H�Z9��1
�T1e,������g���x�5��1e�"Ua�O�1e����� ��!��=�TNP�n&D��./!"��17�e����� ��� Q%�h�~� Q����C�������"!�>
� �C� Q�.¶Q%��1��/1e��� ��!"��1���!9�����������9��17NP�����©���z�;U I �n./!\&��C�gB;� Q������
������!�� �C� Q�.+� !/Q%�5KL�_�������5�h����� !5N~� Qz	9B&D!"�����M¹�rtº"uF���5&��!�./,���>
����� ��!���1������+NFQ���� �RºT�¸.���dVr�&D���9»J: 3 4 &����9»J: < uv¼$&D���9»©�n½¾��U
���/1e����� ��!"�M±nNa����!�./,%�h� ��y��,�������./,�����./���9����� ��!"��1[�S!��P� Q��F�ONP!
������!�� �C� Q�./1~� !/&D��./!"��17�e����� ��� Q����C�c�0¿V����� ��KL������1e1�U

ka!�� QT!��%!"���[�����"!�� �C� Q�./1vNa!�� �_NF�C� Q/��1e1e!9���g�h� ��1|rt1e�5�������J.T���C� ��>
,�����1�uv!��x: 354 :�<|���%&���U I �c.����L�~1e!"./�c&��0#%���C� ��!"��1�U[ª)��!"�D>@?���� !
,�!"�CBD��!�./���������M�E � 4 G�HV��1P1 ����&/� !R	��|¢%À0¦SÁT¦�¡t¦�§�¤cÂvÀ�¡ar�� 4 GVu[�C��� Q��
�"��&n!����C� 1l��!9���/�������9� 1x���f�i��1a��U©�����v:n	��J��!"��?���� !F���f�FE G�H�U©WPQ��
Ã ¤0¥%��ÁT¦�¥%Ä�¡@��ÀJ!��x:Y��1a� Q��|,�!"�CBD��!�./������&D����r@:�ua�=�j!���������17�_r�� !�>
�����gu|&������ ���R���wr 203�4�6�656�4�2 8 uF����&;NF�C� Q=1e.���������17�����9� ���"�0����!��\� ���\�
1e����Q�� Q%�h�P&D����r@:�ue:/��1a���M�E � 4 G�H�UvWPQ��~¢%À�¦�ÁR¦�¡t¦�§�¤�Ä�£ £0�5Å�¦�Ä�¡O¤wÆ:�!��
:X��1�� Q��/��1e1e!9������� ��!��F&D����r@:�ue:-NFQ����0QX��1_,D� ��./�C� ��KL�����A�E � 4 G�H�U
WPQ���1e��&D��#%����� ��!���1v��!��P&�����r@:�uv���%&jÆ:���� �|������Ç\���~��,T� !_1e�����lÈ9NP�
��./,�!"1e�_������Ç9��������1e1~	9B/� �5Ç9���C� �����T� Q���.É� !�Q��hK"��,�!"1e�C� ��KL�_���5�"&\>
�����R��!9���/�������9�|����n� ��� .É!���&���� �����DUJWPQ��TÁ���¥�¦�ÅfÄ�£ £0�5Å�¦�Ä�¡O¤wÊ:;!��
:-��1_&D��#%���5&z��1 Ê:�� ÆË NFQ��0� � Ë �²./!"�����Lr@:�u0U�Ì���� �R./!"������r@:�u
��1F&���#����5&���1~��� » r@:�u0Í 3 :MNFQ���� ����� » r@:�uP��$��1P� Q��RÎ�¤ Ä Ã ¦�¥\Ï�Å �h¤�Ð�Ñ
Ò Å�¦�¤0¥�¡l!��[:;N~�e�|G 6 �!�� ������� Q%���c&D���9Ó9rt��� » Ê:�u[�)* 6
ÔcÕ�Ö�×�Ø©ÙSÚDÛ"Ü
�l�0�-:��Ý� 2 G$¼ 2 �Dr7��¼ 2 u��Þq|r 2 u�E G�H�UßWPQ����
&�����r@:�uf� 2 ¼��"Zv./!������Lr@:�uT�àG¼��h�Dr@�R¼�� 2 uf���%&áÆ:µ�âÊ:��
r@� 2 ¼w�"u�GT½)��U|�l����:�¸·��"GM¼A� 2 �zq|r 2 u�E ��H@E G�HPNFQ��0� �T�R�äã 2 U
WPQ����+Æ:������"G/¼ 2 Z�./!������"r@:�u[��G�¼X�L�"������&�Ê:M�¾��G/¼X�DU

W�!Y,�� !hK\�g&D�R� Q��R� �5��&����_NF�C� QX���A!hKL��� K\����N
!��a� Q��f��Na!=�����"!�>
� �C� Q�./1�Z~Na�z#�� 17��NP!�� �´� Q�� !����"Q����)��d���./,����"U²�����;��� ã 2�6
^a!"��1e��&����|� Q�������,����F,�!��CB���!"./������1

: 3 ��G < ½ ¼c� 2 ½$�
� �"GR½ «

2 GR½ «
2 �|½ ¼c� 2 <

� 4
:�<|�)�"G < ½ «

2 �"Gf½ ¼|�F½µ� 2 <
� Gf½ ¼c� 2

� �|½ «
2 6

¬ ��������: 3 ��rtGT½µ�Lu�rtGM¼w� 2 �L���c½�«"� 2 u|���%&z: < ��r��"GT½¾�5u�rtGM¼
� 2 �9���a½w«"� 2 u[� Q���./!"�������"��&M��!��v: 3 ����&;:�<���1a� Q��c,�!"�CBD��!�./�g���
Gc¼�� 2 �L���l½«"� 2 Uvka!�� Q/������!�� �C� Q�./1[!"�D� ,���� Æ�T�)� 2 Gc¼M� 2 < ��½��h« 6



���Y����,��D�F!��J: 3 ����&:�<�� Q���B�#�� 17�F��!�./,��D� �
Æ: 3 �)� 2 G < ½)r7¼c� 2 < ½w� 2 u7�"GR½��h«�GR½��h«��n¼A� 27å"4
Æ:�<F�)� 2 ��G < ½)�5«��"GR½)r7¼c� 2 å ½w� 2 u�G�¼X� 2 < �|½)�5« 6

The Fraction-Free Algorithm�����væ 354 æ�< 4 æ å 4�656�6�4 æ o 4 æ o"ç 3 �)*c	��J� Q��a� ��.������%&��0�©1e�5Ç9���������a�S!��
� Q��Tpv��������&D�5���-�����"!�� �C� Q�.�NF�C� Q�����,��D��æ 3_è � Æ: 354 æ�< è � Æ:�< 6 ���D�
�g������� ��!���>��S� ���|������!�� �C� Q�.ä��!"./,��D� ��1�� Q��J� ��.�������&����v1e��Ç\��������� Ææ 3 Z
Êæ�<�Z Êæ å Z[U�U�U�Z Êæ o � Æ�%Z Êæ o"ç 3 �²*/NF�C� Q�!"�D�_���9�e� !\&����������/�S�����0� ��!���1
���Yqcr 2 u 6�I �c.R���C� ��,��CBÉÆ: < 	9BM��ZD�TÇ9����1e�C>@���\KL�0� 1e�Trt1e����1e����� ��!"��"u
!��v��� » Æ:�<�Z�� !�������./���%�h� �n�R�S� !�.à� Q������5��&������/��!9�0�/�������9�|!��AÆ:�<�U

é < è �)�nÆ: < �¾� 2 < G < ½)r7¼c� 27å ½$� 2 u7�"GR½��h« 2 G�½��5«��_¼w� 2eå"6
¬ ������� é <T��1f,�� ��./�C� ��KL�"Z é <��êÊ:�</� Êæ�< 6xë 1e�����,�1e����&�!�>�&D��KD��1e��!"�
� !R�5KL!"��&��S������� ��!"��1P���Mq|r 2 u0Z�Na����!�./,��D� �F� Q��~� ��.������%&D���P!��lì Æ: 3
&D��KD��&D�5&�	9B é <R���-G�NFQ���� �fì´�
��� » é <f�
� 2 < ��1n���-������./���9��!��
�;Z%�����VNP!�� �\�����/./!\&D����!T�-r��9u©�¾� < ¼ 2 U I ��!�	��������

é å �)� 2 r 2 ¼´�5u7�"GR½)�5«Dr 2 ¼´�hu7��¼X� 2 å r 2 ¼$�5u 6
Wl!T./������./��?��F��!9���/�������\�F��� !5N~� QY���MmfE 2 HLNP�c.����L� é å ,D� ��./��� ��KL�
N~�e�Pr�� 4 GVu0È�NP�J��!"./,���� �J���%&f&���K\��&��[!"�D�©	9B_�"�5&�r�� 2 r 2 ¼R�hu 4 �5«Dr 2 ¼
�5u 4 ¼c� 2 å r 2 ¼µ�5ueuv� 2 ¼´� 6DI ��!"	��������

é å è � é å �Dr 2 ¼´�hu[�¾� 2 �"Gf½��h«��n¼X� 27å"6
c!5N²NP�f��!"./,���� � é å è � Êæ å 	9BY#�� 17��.R���C� ��,��CBD����� é å 	9B=�M���%&
� Q����;.����\�����R� Q���� ��1e���C�|,�� ��./�C� ��KL�"U I ��!"	D�������

é å è �)� é å � 2 �)� 2 G�¼w� 2 < �|½)�5« 6
c!5N�NP�|&D��K\��&�� é <P	9B é å ��1e�����n,�1e���%&�!�>O&���K\��1e��!��/./!\&�����!��-r��9u0U
WPQ��_,�1e����&�!�>@� ��.������%&D���F��1c*\Z�� Q\��1�Z Æ�R� é å ���%&MNa�n��� �f&�!����"U

The Modular GCD AlgorithmI �z��!"./,���� �� Q��=���5&�!��äÆ: 3 ���%&íÆ: < ./!\&�����!$�X1e�5Ç9���������z!��
,D� ��./��1�U ë �������L�_� Q��_�g������� ��!"�D>��S� ���/�����"!�� �C� Q�.Z�NP�R&�!/��!�����!�.�>
,���� �àÊ:�< 4 	����5����1e�z���\KL�0�e� �����A��� » r@:�<5uT.���Bµ���5��&µ� !w�A	���!hNF��,lU¬ ��,�,�!"1e��NP�_17���h�e�FNF��� QY� Q���,D� ��./� é �²���"U I �cNF�����l!"	��������

�hîf� 2 Gf½$� 2 < �c½´«�./!\&M�"� 6
I �f��,�,��CB I �����D� 1F����� ��!��%���x� ����!"��17�e� ����� ��!"�wrt1e���YE ï\Z���HSuF� !�� Q��
��!9���/�������9� 1n!��P�hîY./!\&�����! é 6 �O�_��������1n1e!;NP����!"./,��D� �R� Q����"�5&
./!\&D����!/�f1e����!"��&;,�� ��./�"Z�ð_�¸���DU I ��NF������!�	��������

��ñ�� 2 G�¼w« 2 < �|½$«�./!\&Y�5� 6
c!�� �~� Q%�h�JNa�F��!�� .�������?��5&T� Q��F���5�"&D�����n��!9���/�������\�crt!�� 2 GVu�� !_	��
�J��!��J	�!�� QR��.����"��1�U I �P��,�,��CB_� Q��~^aQ�������1e�P� ��.�������&����x� Q���!�� ��.
� !-!"	D�������µ�"ò�./!\&R�Ý� é ðz1e����Qµ� Q������"ò�óô� î ./!\& é ���%&
� ò ó��"ñ~./!\&RðDU

�"ò)� 2 GR½$±Lï 2 < �c½´«c./!\&Y��±L� 6
I �;��,�,���BA����� ��!"�����~� ����!���17�e� ���0� ��!��´� !=� Q��Y��!9�0�/�������9� 1�!��c� ò
./!\&D����!��}�ä��±L�DUJWPQ���1F� ��./��NP�_1e����������&�U I �_!�	��������

Ë � 2 G�¼ �
� 2

< �|½$« 6
c!5N�Na�_�����5����&�����!"./������� !�� 1�ÈDNP�_1e�0�

Ë è �)� Ë �)� 2 G/¼w� 2 < �|½��h«
���%&-� ��17�R�C� Ëxõ Æ: 3 ���%& Ëxõ Æ:�< 6 �O�f&�!9��1�Zx� Q���� �0��!�� � Ë � Æ�-���%&�Na�
�h� �;&D!"���"UA�@�R� ��.�������1n� !�&���1e��� ��	��MQ�!5NÉNa�Y��!"./,��D� �/� î ���%&
��ñ"U I �T&D!Y1e!M	9B=��!�./,���� ������� Q��f�"�5&z!�� Æ: 3 r 204 GVu|���%& Æ:�<"r 2�4 GVu
./!\&D����! é ���a�_1e�5Ç9���������~!���K���������1[�S!�� 2 ���/m î UvWPQ��F��K"�����%��� ��!��

,�!"���9� 2 �¸*/�5����1e��1c��� » r Æ:�<�uF� !/K�������1eQ�Z�1e!����c��1TÎ�Å�ÑOö Ä Ã r�&D��#%���5&
���=1e����� ��!"�-�9U��5u0Uc�����c������!�� �C� Q�.ô�hK"!"��&�1|1e����Q 2 U~c!5N¸��!���1e��&��0�
2 �}�rt!"�D�n������!�� �C� Q�.Þ��Q�!9!�1e��1n��K������%�h� ��!��-,�!����\� 1n�h��������&�!�.Z
	��D����!��n� Q���1���d���./,����RNP��NF�����[��1e� 2 �à� 4 � 4�6�656 u0U I �f� ���z� Q��
pv��������&��5���=������!�� �C� Q�.¶./!\&�����! é �¸�"�n!��

: 3 r7� 4 GVuv�)��G < ½$�"GR½$±�GR½w±"�n¼X� 4 ���%&
: < r7� 4 GVuv�)�"�"G < ½w±L��GT½wG�¼X���c½w± 6

./!\&�����!��Ar7� 4 �9ua��� < ¼µ�"UFWPQ���1���1���������K���� ����� �n��!�./,������h� ��!"�
!hKL���fmPî�E ��HS�D�t�Ar7� 4 �9ue�0Z©�M#%���C� ��� �����DZ©1e!��!��!9���/�������\�R��� !5N~� Q
�5���X!9�����D�5UY�@�n1e���������5&�1n	���������1e�/�C�R&���&���!��n�e�eBz� !&D��KD��&D�/	\B
?���� !�&���K\��1e!������Ym î E ��HS�\��� < ¼$�h�0UJWPQ��_!"��� ,����F��1

� 3 �����5&lr@: 3 r7� 4 G�u 4 :�<�r7� 4 GVueu©��G < ½X±L�"GR½´«�GR½µ«��|½´�
�!5NµNP����,�,���BR����� ��!"�����%�S�����0� ��!��/� ����!"��17�e� ����� ��!��M� !_� Q��F��!9�0��>
�������9� 1xN_U �5U �5U~r�� 4 GVu0U��O�©1e����������&�1�NF�C� QT!���� ,���� Ë ��� 3 Z"�tU �"U�Z"NF�C� Q
��!���17�����9�[����� ��!"�������S������� ��!"��1[��� 2 U I �P� ��17�J��� Ë�õ : 3 r 2�4 G�u�./!\&Y�"�
����& Ëxõ : < r 2�4 G�u©./!\&��"� 6 �@��&�!9��1e��� �Y1e!�NP�;�����L�=������N¶��K������D>
��� ��!���,�!����\� 2 �÷�X����&)� ����� Q���pv��������&��5���������"!�� ��� Q�.ø!hKL���
m î E ��HS�D�t�Ar@� 4 �9ue�0U I ��!"	��������

�L<F�)���5&lr@: 3 r@� 4 GVu 4 :�<"r@� 4 GVueux./!\&��"�c��G/¼w«��_¼A�
NFQ�����QRQ���1x��!5NP�0�[&������ ���J� Q����_� 3 6 WPQ���1x� ������1x��1Prt1e���a1e����� ��!��/�\U��5u
� Q%�h� 2 �ä�n��1f \¥%Î  �Å�ù�ún���%&Y� Q\��1F� 3 �5������!���	��n���z��1e1e!9������� �R!��
�Vr7� 4 GVux./!\&M�"��U I �f&���1e�5�h��&;� 3�6 ^a!"�9� ���D��������Z�NP�f��,�,��CB;���h� ��!�>
�%���P��������� ��!"�w� ����!"��17�e� ����� ��!"�$� !=� < ���%&X!�	�������� Ë �¶� < U I �
� ��17�F�C� Ë�õ : 3 r 2�4 GVux./!\&Y�"�����%& Ëxõ :�<9r 204 GVu�./!\&Y��� 6 �O�F&D!9��1e�l� �F1e!
NP�������L�n�T����N¾��K������%�h� ��!��=,�!"���9� 2 �)������&;��!�./,���� �

� å ���"�5&�r@: 3 r�� 4 GVu 4 :�<"r�� 4 GVueu©��G�¼X����¼X� 6
I ����,�,��CB/� Q���^aQ�������1e�c� ��.������%&D���P� Q���!�� ��.j� !T!�	���������� Q��c�"�5&
./!\&�����!;r 2 ¼X�"u�r 2 ¼-�Lu0U I ��!"	��������

û ��Gf½¾r�� 2 u7�|½)r 2 ¼w«�u 6
I �F��,�,���Bf����� ��!��%���D��������� ��!"��� ����!"��17�e� ����� ��!"�R� !�� Q��~��!9�����������9� 1
!�� û � !/� ����!���17�e� �������\��./������� !�� 1|!��J&������ ���M�n��� 2 ���%&=&�����!".�>
���%�h� !�� 1�!��J&������ ���f*���� 2 UFWPQ���1|1e���������5&�1|NF�C� Q Ë � û U I ��� ��17�
�C� Ë�õ : 3 r 2�4 GVux./!\&M�"�T����& Ëxõ :�<"r 204 GVux./!\&M���"U��@�_&D!9��1e�l� ��1e!�NP�
�����"�n�T����N¾��K"��������� ��!"�;,�!"���9� 2 �)±����%&M��!"./,���� �

�Lü|���"��&lr@: 3 rt± 4 GVu 4 : < rt± 4 GVueuv��Gf½´�|½w± 6
ªc,�,��CBT� Q���^aQ�������1e�|� ��.������%&D���[� Q���!�� ��.�� ! û ���%&�� ü � !n!�	��������

û �)Gf½$� 2 ��¼A� 2 < ½$« 2 ¼$�
� Q��F���5&/./!\&�����!/r 2 ¼;��u�r 2 ¼Y�Lu�r 2 ¼M±9u 6hI �c��,�,���BR����� ��!"�����%�S�����0>
� ��!"�)� ����!���17�e� ����� ��!"�¾� !$� Q��-��!9���/�������9� 1!�� û � !w� ����!���17�e� ���0�
�\��./�����h� !�� 1�!��F&������ ���;������&-&D����!�./������� !�� 1_!��F&D����� ���Y����� 2 U
�O�F1e����������&�1~NF�C� Q!"�D� ,����

Ë ��Gf½ � 2
� �|½ «

2 6
�!5N¾NP�_���������|� Q��_&D����!�./������� !�� 1|��� 2 U I �_!�	��������

Ë è � 2 Ë � 2 Gf½´� 2 < �|½µ«
¬ ������� Ëxõ : 3 r 2�4 GVux./!\&��"�=���%& Ëxõ :�<"r 204 GVux./!\&M���NP�=�h� �=&�!����
NF�C� Q é ���"�"U����� Q���1��0d���./,����f�����©,�� ��./�f�\��.T	��0� 1|��1e�5&NP��� �
�"!9!\&VUvÌ�!5NP��KL���5ZLNa�c&D��&�������!����9� ���J���/����>@	��"&T��K���������� ��!"� 2 �)*
����&A���-�����������9Bz��K"�����%��� ��!�� 2 �¶��U/�O�_��1n����1e!=,�!�1e1e��	������ !;Q����
�T?��0� !�&���K\��1e!��|���Y� Q��_./��&�&D����!��x� Q��np[�������g&D�5��������"!�� ��� Q�.¶	����
1e����Q-���������J,D� ��./�hý���K���������� ��!"�-&���&z��!���!9�����������z� Q��R��d���./,�����U
����1e���0� ��!��=�9U��cNP��17� ��&DBR� Q���&D�C¿V��� ���9�P,D� !"	�����.É�5��1e��1P� Q����a�5���
!9�����D�T	��0��!�� �M&D��1e��� ��	������� Q��������"!�� �C� Q�.b���A1e����� ��!"�´�9U �;NFQ�����Q
NP�_�����,D� !�K"��rt��1e������WPQ���!�� ��.Þ�n����&=�"uP��1F��!��e� �����5U



2. THE MODULAR GCD ALGORITHM
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Ç�é�ãIÞ ×Iõ ÙwÛ â Þ�É Î�Þ�Û#Ä�Î#É ðIð ëIñIë4ò�ÑØé%ó�Ó}éEÚEÓ}Ò�Ó�ÔvÓØÕ?Ö�é4Ç2ß
ÇàË}ÌwÃ�Ä4Å�Æ#ÇIÈNÉ�Ê�Ñ × Ð#Ï#Þ#é#é�ÑØÍ4ó�ÓØÒ?Ö.Ó�ÔvÓØÕ?Ö.ß
Í4ó�ËØÌwÎ�Þ�ÔvÑJÇIçNÍ4ó�ÓÔvÓ}Õ?Ö.ß
Í0ÆIÇ2ÓØÝ%Þ#Û�Ó³Å × ÍöË}Ì è0ÚEÓIÑJè0Ú#ÖI÷!Ñ}ã�Þ ×�ø Ú#Ö.Ó × Ð#Ï#Þ#éIé�ÑØÍ4ó�Ó}Ò0Ö.ß
áIâ Ç × Þ�ã�Þ#äIÎIÞIÞ�ÑØÍ4ó�Ó}Ò?Ö�å#Ù ã%Ï

Í%ôàË}ÌwÎ�Þ�ÔvÑØÍ�Î�Þ�ÔvÑØÍ!Ú!ÓdÍ4ó�Ó}Ò?Ö!Ó�ÔvÓ}Õ?Ö!ß
Ç�ébÍ%ôIÌIÙ�Û â Þ�É Î�Þ�Û#Ä�Î#É�Í%óié4Ç�ß
ã4ÇNÊ4Ç�ã�Þ�ÑdÍ%ô�ÓØÝ%Þ�Û�ÓIæØÍ%ô�æ�Ö.ß
ÇpË}Ì Ã�Ä4ÅIÆIÇIÈNÉ�Ê�Ñ × Ð#Ï#Þ�éIé�ÑØÍ%ô�Ó}Ò?Ö.Ó�Ô$Ó}Õ?Ö.ß
Í%ôàË}ÌwÎ�Þ�ÔvÑùÇIçNÍ�ô�Ó�ÔvÓ}Õ0Ö.ß
Ç�éiã�Þ × å�Ù�Û â Þ�É

ã4Ç�Ê4ÇNã�Þ�ÑIÑJè#Å × ÍEÖ�÷�ã�Þ × ÓØÍ4ÆIÇ4÷!Ñ}ãIÞ × è?Ú#Ö.Ó#æØÍ?ÆIÇ�æ�Ö
é4Ç2ß
Í!ÚEÓØÍ4ó�Ë}ÌbÍ4ó�ÓØÍ%ô�ß
Ç�éiã�Þ#äIÎIÞIÞ�ÑØÍ4ó�Ó}Ò?Ö�å#ÙxÛ â Þ�É

ã�Þ × ËØÌwã�Þ#äIÎIÞIÞ�ÑØÍ!ÚEÓ}Ò?Ö�è�ãIÞ#äIÎ�ÞIÞ�ÑØÍ4ó�Ó}Ò0Ö.ß
Ý%Þ#Û°ËØÌ èIÅ × Í4çNÍ0ÆIÇ4÷�ã�Þ × ß
Å × Í¼ËØÌ × Ð#Ï#Þ�éIé�ÑØÍ4ó�Ó}Ò?Ö.ß

é4Ç2ß
Ï�ã�ß
Í4ó�ß

Þ�É�ã�Ë
Ìc!5NP��KL�0�5ZP.T���C� ��,���������� ��!"�´!�� é å 	9B$�AÇ9����1e�C>@���\KL�0� 1e��r��²�E ��H
���9�e� !\&�������1;�$����NÞ��!9���/�������9���� !5N~� Qi���¾� ���9� !w� Q��z1e��	D� ��>
1e���C�����9���v{ ¬ U I �f!�	�1e��� K"�f� Q����|� Q��n��� !5N~� Q���1���,�,�� !5dD��.��h� ���CB
����	���������17� �5��&¾!��f�������5���5U I �z��������17�e����� ��� Q���1�U ® !��� � m_Z
�á�j� å ½�°"*�� < ½)�����R¼µ��*\ZlNa�/��� �5�h� �5&��ONP!;,�!��CB���!"./������1f: 3
���%&T:�<J!���&D����� ���~�\�F���%&R��*c���RGR� ��1e,����0� ��K"���CB9Z�NF�C� QT��!9���/�������9� 1
,�!��CB���!"./������1P!��©&D����� �����n���Y�fNF�C� QM���9� �������~��!9�0�/�������9� 1~�0Q�!"1e���
�h�F�����%&D!".}�g� !". r�> �5*�*DZ��5*�*Lu|���zy��,����n��1~�S!"����!hNF1�U

å�ÐàË}Ì�Ñ�ÖbèIåbÎ%Å�É�ã#Í%Ï ×�ú Ñ}Õ�Ó}ã�Þ#äIÎIÞIÞIÌ�ó�ÓØã�Þ�É0Æ�Þ4Ö2Ë
åbéEÚ^ËØÌwÎ%Å�É�ã�Í4Ï ×�ú ÑØÒ�ÓùÐ#Ï#Þ�éIé4Æ�Ì%Ð2Ó}ã�Þ#äIÎIÞIÞIÌ�ó0ÚEÓ}ã%Þ�É0Æ�Þ?Ö.Ë
åbé%ó�ËØÌwÎ%Å�É�ã�Í4Ï ×�ú ÑØÒ�ÓùÐ#Ï#Þ�éIé4Æ�Ì%Ð2Ó}ã�Þ#äIÎIÞIÞIÌ�ó#Ù�Ó}ã%Þ�É0Æ�Þ?Ö.Ë

WPQ��f&�������	�����!5N¸1eQ�!5NF1|� Q��n&������ ���Mrt��!"����./���huF����&;��������� Q=���
&D������.����v&D���"�C� 1_!��J� Q��T���h� �"��17�n���9� ���"�0�n��!9���/�������9�n!��J� Q��T,�!"�CB\>
��!"./������1 é å ��,�,��5��� �����R���/� Q���y;!�� ����!�y��?5�T���%&/{c��!�	�!9!X�v{ ¬
rt��!"����./��1f����%&-�Lu_����&-� Q��T,�� ��./�C� ��K"�
�[{ ¬ rt��!�����./��1_±���%&
«�u0U=^a!�����./��1f�Y���%&A�;1eQ�!5N_Zx� ��1e,������ ��KL���CB9Z�� Q��/��������� QA!��P� Q��
���h� �"��17�~���9� �������P��!9�0�/�������9�P!�� é å 	����S!�� �c����&/���S� �0�a� Q��|Ç9�%���9� ���OB
W�ª 2 ��1T&D��KD��&D�5&-!����5UY�l���fæ å &D����!�� ��� Q���,�1e���%&D!;� ��.�������&����n!��
� Q��;,D� ��./�C� ��KL�Y,%���e� 1T!�� é 3 ����& é < 6 ^a!"����./��1/±A���%&µ«�1eQ�!5N_Z
� ��1e,������ ��KL���CB9Z©� Q��/��������� Qw!��~� Q��/����� ����17�����9� ���"�0����!9�����������9�T!��
æ å ���%&�� Q��_,�� ��./�C� ��KL��,����e�|!��væ å UWPQ���&������R1eQ�!5NF1P� Q%���~���S� �0�c��*n17� ��,�1P� Q������������ QY!���� Q��c���9� ��>
����� 1|���Y� Q��fy;!�� ����!My��?��/���%&Y{c��!"	�!9!������"!�� �C� Q�.+��1|!hKL���n�5*�*
� ��./��1_��!����"�0�f� Q����z� Q�!�1e�����-� Q��T,�� ��./�C� ��K"���v{ ¬ U I ��1e��������1e!
� Q����a���g� ���P���/�����C� �����%17� ��,�ZL� Q��~1e��?��|!���� Q��F���9� ������� 1[���/��!"����./��«

� � ± «
��¯ �9� �\� �9� ��*
��° ¯�· ï�¯ ·"� «��
�5ï �"*�° �"�9� �h�9� ¯"«
��· ï�·�* ±L¯"ï �5°"� ���L«
�5« �h«�ï"� ¯�±L« ��±D� �5ï�±
��± ��°�·Lï ��·"*�¯ �"*�� �9�5·
��� ±9ï�·"� ��«"��ï �"·"« ��«"ï
�5� ï���°"· �"ï�±L� ±9��° ��¯"¯
��� ��*"°"«�± «���¯�� ±L¯�* ��±9�
��* �5«���*L� ï��"��¯ «"«h± ��°�±
¯ ��*Lï�«"ï ¯"«�¯"� ·D��¯ ±L�"ï
° ��ï�·��"° �h�h±��5ï ·Lï�° ±"·L«
ï �"«"ï�ï"ï �h«�ï"«�* ï�±"� «�*"¯
· ±L«���¯"* �5¯�·"��* °"*"ï «�«��
« «�·"·\��± ��±D�5*"« °Lï�� «�¯"·
± ·�¯L«�ï�· ��¯"�\��° ¯"��· ·��"¯
� °�±"±"*"¯ �L«�*D��± �5*�*"� ·�°�±
� �5*\�h�h±L° ±��5«���° �5*"ï"� ï���¯
� �h��*L����* ±L°�°L��· �"���L� ï�·"·
* ��±D��±�±9ï «�·�¯L��« �"��¯"� °\�5*

û Ö?�©ÙSÚz¤�Ü����.��Ú%�%Ú%M��G�VÚ�ü|±I�SÚ4�.�C�CMN�0ýX���

��� !5NF1_�5���0Q�17� ��,z	9B=��,�,�� !5dD��.���� ���CB=±L�M&D���"�C� 1_����&� Q��f1e��?���!��
� Q�!�1e�����Y��!"����./�M±T	9B���,�,�� !5dD��.���� ���CBM·"�R&�������� 1�UJWPQ���1~��1F�f�����D>
�5�h�a��� !hN~� Q�U©���R��!"����./��1J������&��c� Q��P��� !5N~� Q/��1[��,�,D� !5d���.��h� ���CB
����	����"U_WPQ���� �R��� �T��!�,%������./��� ��� 1c,�� ��1e���9�����z!������0d���./,����"Uc�O�
� Q��0� ��NP��� �n��,�������./�0� ��� 2 ,�� ��1e���9�F���;�Þ����&=: 3 ���%&;: < ZDNFQ%�h�
NP�PNa!"���g&R1e���F��1[��1e��./�������[��� !5N~� Q/���T� Q��~&������ ���~��� 2 Z"�tU ��U�Z"� Q���� �
NP!�����&;	��n�R�ONP!/&D��./����1e��!"��������� !5N~� QlU

�O�a����17� �5��&-!��P./!\&��C�SBD�����M� Q���1e��	�� ��1e���������9���[{ ¬ Na��./!\&��C�gB
� Q���,�� ��./�C� ��K"���[{ ¬ � !T��!"./,���� �_�T���5&Y����RE G�Hl	9BM.����\�����f� Q��
,�1e���%&�!n� ��.�������&���� 1J,�� ��./�C� ��KL�c���Y�E G 4 ��H�� Q����/NP�������F./������.����
rt�������5�h�0uT��!9���/�������9����� !hN~� Q�U)W�!A&�!z� Q���1�NP�;��1e1e��./�;NP�Y�5���
��!�./,���� �J�"�5&D1©�����²��¿V���0� ��K"���CB9U©WPQ��a1 ��./�P��&������5���R	��P��,�,������5&
� !n� Q����������0�����V1e���e� �����f!��l� Q��c�����"!�� ��� Q�.}!��©y;!�� ����!/y��?5�T���%&
{|��!�	�!9!����wE ·hHx��!������5&��!"./,������h� ��!��./!\&�����!��T�e� �g��������������1e���5È
����17� �5��&´!�����1e������� Q��Art��d\� ����&��5&�un1e��	�� ��1e���C�����9���v{ ¬ ��1e�M� Q��
rt��d\� ����&��5&�ul,�� ��./�C� ��KL���v{ ¬ � Q�� !"���"Q�!"���5U�Ì���� �~��1[�_y��,����~��!\&��
� !/&D!T� Q���1P��!�������mnE 2 3 4�6�656�472 8 H�U

ñ�Î%Ç�Ô!Ç�Û4ÇNÊ�Þ�ñIë4ò°Ë}Ì|Í�Î%Ï�Ð2Ñ}éEÚ!Ó}é�ó�Ó}Ò�Ó�Ô$Ó}Õ?Ö
× ÏIÐ#Å × Ç�ÓØÎEÚ!Ó}Î%ó�Ó}Î�ô�ß

ÎEÚ^Ë}ÌbÍ�Î4Ç�Ô4Í%Å�ÎIÛ�Ñ}é?Ú!Ó%þdÒ�ÓØÕIÿ?Ö.ß
Î%ó�Ë}ÌbÍ�Î4Ç�Ô4Í%Å�ÎIÛ�Ñ}é�ó�Ó%þdÒ�ÓØÕIÿ?Ö.ß
áIâ Ç × Þ�Î%ó õ åiÙiã%Ï

ÇpË}Ì Ã�Ä4ÅIÆIÇIÈNÉ�Ê�Ñ × Ð#Ï#Þ�éIé�Ñ}Î%ó�Ó}Ò?Ö.Ó�Ô$Ó}Õ?Ö.ß
Î%óàË}ÌbÍ�Î%Ç�Ô4Í4Å�Î#Û�ÑØÍ�Î�Þ�ÔvÑùÇIç�Î�ó�Ó�ÔvÓ}Õ0Ö.Ó^þdÒ�ÓØÕIÿ?Ö.ß
Î�ô�Ë}ÌbÍ�ÎIÞ�ÔvÑØÍ�ÎIÞ�ÔvÑ}ÎEÚEÓ}Î%ó�Ó}Ò0Ö.Ó�ÔvÓ}Õ0Ö.ß
Î�ô�Ë}ÌbÍ�Î%Ç�Ô4Í4Å�Î#Û�Ñ}Î�ô�Ó�þdÒ�Ó}ÕIÿ0Ö.ß
ÎEÚEÓ}Î%ó�Ë}ÌiÎ%ó�Ó}Î�ô�ß

Ï�ã�ß
ÎEÚ!ß

Þ�ÉIã�ß
WPQ��_�\��.T	����a!��v�"��&�1F������)mnE 2�3O456�6�6�4�2 8 H�� Q%�h�|��� �_��!�./,��D� �5&
NFQ����$�����\�����=� Q���,�� ��./�C� ��KL��,%���e�T!����=,�!"�CBD��!"./�����P���µ�E G 4 ��H
!��J&D����� ���GyA���zGz����&�Y���z���5���=	��n��¿V����� ��KL���CB;� �5&D������&;�S� !".
¹�r�yV�Dua� !Y�_	9B���!�./,���� �����f� Q����"�5&M!��x� Q���1e.���������17�|��!9�����������9�
NF�C� QX�/������&�!".��������5���f��!�.T	�������� ��!"�z!��a� Q��R!�� Q���� 1�U�WPQ\��1�� Q��
��dD,������ ��&�� !��������D��.T	����a!����"�5&D1~���;�É� Q%�h�~� Q���,D� ��./��� ��KL�,�[{ ¬
&�!9��1|��1c¹�rtºLuJNFQ���� �_ºn��.���dVr�&D��� » : 3 4 &���� » : < u©¼A&���� » ��½��"U



4. IMPLEMENTATIONI �Y��!"./,%�h� �;�-y��,����;��./,�����./���9���h� ��!��w!���!"���������"!�� �C� Q�./1
!��;� Q��c��!"����!5NF�����M,�� !"	�����.}1e���5UJ�l�0�

�Ar��Lu©�¾� å ¼µr@«c¼ 2 u7� < ½¾r@ïc¼ 2 < u7�_¼µr�¯�¼ 2 å u 4
�R�²r7�5*|¼=± 2 u�G < ¼z«©G%� < ½µrt± 2 ½$�hu�G��a½�r7�"�a¼w�5ï 2 < ½X¯ 2 u�G

¼_�5¯v� < ½)r7¼cï 2 ½´·"u7��½�r7¼_�"� 2 < ½��h« 2 ½$�Lu 4
V��²r7��°�½���* 2 u�G < ½z�5*vG�� < ½�r7�hï 2 ½��u�G��x½�r@�l½��5ï 2 < ½;° 2 u�G

½�·v� < ½)r7�5ï 2 ½$·Lu7�|½)rt± 2 < ¼A± 2 ½´�"u 4
W|�²r7¼|°�¼��"� 2 u�G < ¼���±JG%� < ½Yr�° 2 ¼_±9u�G%�%½Yr7¼_�5ï�¼f« 2 < ½M�5¯ 2 u�G

¼_�"�l� < ½)r7�hï 2 ¼A±Lu7�|½¾r7¼_��± 2 < ¼$��¯ 2 ¼X�"u0U
® !��
y¸�þ�5*DZP'��Þ* 4 � 4�656�6�4 y¾���0�M: 3 ��� 8 V o Í 8 ����&�:�<=�

� 8 W o Í 8 6 WPQD��1c� Q���� �f��� �Y���f�"�5&=,�� !�	�����./1�Z�������Q�!��P&D����� ������*
���XGX���%&X��*;��� 2 NFQ���� ��� Q��/�"�5&-� 8 Q%��1R&D����� ���M��'-���XGX���%&
&D����� ���=��'X��� 2 NF�C� Q´���5��&���������!9�����������9�/&������ ���;'X��� 2 UXWPQ��
� ����1e!"����!��a� Q���1J�0Q�!"�����|!��l����,��D� 1J��1[� !f��!"./,%�h� �~� Q��|�����"!�� �C� Q�./1
��1�� Q��Y1e��?��;!��c� Q��Y�"�5&$������� �5��1e��1�� ������� ��KL�Y� !�� Q��;1e��?��;!���� Q��
��!��t����� !�� 1�U}WPQ���./!\&����g�h�=]_^a`á������!�� �C� Q�.íNF�����n&D!w	���17�;�S!��
1e.�������'Y���%&�� Q����v{ ¬ �����"!�� �C� Q�./1~NF������&�!�	���17�~��!��c����� ���R'�U

WPQ��c� ��./������1a	�����!5Närt���Y^	� ë 1e����!��%&�1�uvNP��� �c!"	����������5&/��1e�����
y��,�����¯/!��-�/�@����������.»�J^�� �������������l���\��dVU�^a!"����./�X�f��1c� Q��
� ��./�n��!���� Q��Ty;!�� ����!=y��?5�M{|��!"	�!9!;�����"!�� ��� Q�.Uf^a!"����./������1
� Q���� ��./����!��c!"�D�|,�� ��./�C� ��K"���[{ ¬ ������!�� �C� Q�.U~^a!"����./��T��1|� Q��
� ��./�P�S!��P!����J./!\&����g�h�a]_^a`i�����"!�� �C� Q�.�rt1eQ�!hNF�/���/,���� ���9� Q���1e��1
��1~� Q����D��.T	����a!��©,D� ��./��1~��1e�5&�u0UJ^a!"����./�Y±T��1~� Q���� ��./���S!��c���
��./,D� !�K"�5&MK"��� 1e��!"�!��©� Q���./!\&D�������c]_^a`
������!�� �C� Q�.U

' � � � ±
* �ª �ª *DU *Lï r7�hu *\U *�·
� �ª �ª *DU ï"ï r@�"u *\U ���
� �ª �ª �"U «�· r��Lu *\U «h±
� �ª �ª �\U °"· r��Lu *\U °�±
± �ª �ª ±�U �"¯ r@«"u ��U �h±
« �ª ïh±9«�¯DU ï «\U ±L� r�·Lu ��U ¯�¯
· �ª ��±L°�°DU ï ï\U ï�* r�°Lu �9U ·\�
ï �ª �"«�¯\U · °DU *D� r�¯Lu �\U ��±
° ±"±Lï��\U�� ±9�9U ° ï\U ï�* r7��*Lu ±DU���°
¯ �D�"U�� ��U � ï\U �"� r7���hu «9U *"ï

��* *DU * *\U * ·DU ��¯ r7�5�"u «9U ï��
û Ö0�©ÙSÚg«�Ü�� � ×�ÚDÖ?�xÛ����?��Ö?����Ú�×�Ø���Ú��

WPQ��~&��h����&D��./!"��17�e����� ��1©�����5�h� �CBf� Q��P1e��,��0� ��!�� �C��Bf!���!"���v./!\&\>
��������]_^a`
�����"!�� ��� Q�.U~y;���0Q;!��©� Q��c� ��./�_���!����|��./,�����./���9���h>
� ��!��M��1P1e,����\�a&�!������n�e� �g���V&���K\��1e��!���1J����1e��	�� !"�D� �����)�©Z"� Q%���J��1�ZD���
� Q��M� ������mPî�r 2 u�E ��H��\�t�Ar��9ue��E G�H 6 ^a!�����./�w±z1eQ�!5NF1T� Q��M��./,D� !�K"��>
./���\�RNP�!�	����������5&$	\BX.����\�����=� Q��M��!"����!5NF�����w��Q%�����"�M� !A!"�D�
./!\&D�������_]_^a`É�����"!�� �C� Q�.U I �f./!\&��C�gB1e��	D� !"�D� �����X��1e!�� Q%�h�
�C�~���h� ��!��%���a��������� ��!"�-� ����!"��17�e� ����� ��!��X1e���������5&�1nNP����1e1e��./��� Q��
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